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Abstract

The work at hand investigates statistical properties of two-dimensional turbulence. The
exploration of two-dimensional flows is driven by two reasons. On the one hand, flows
in many geophysical systems and in plasma physics can be described as being quasi-two-
dimensional, which explains the practical interest in this field of research. On the other
hand, two-dimensional turbulence shows some striking differences as compared to the
three-dimensional case, like the emergence of large-scale coherent structures. Despite these
differences there are also universal features that the two have in common and one is eager
to find them, as those universal features might be useful to solve the outstanding problem
of turbulence.

In particular, this work deals with two rather distinct approaches. First, an established
technique for the investigation of the three-dimensional turbulent energy cascade [see
Friedrich; Peinke, Phys. Rev. Lett. 78, 5 (1997)] is extended to the case of two-dimensional
turbulence in the inverse energy cascade regime. Evidence is given, that the velocity
increments v(7) may be described by a Markov process, given the separation length r
is greater than a certain length, the so called Markov-Einstein length. Furthermore it is
shown, that the velocity increments obey a Fokker-Planck equation. This equation is
deduced and inspires a simple approximation, which is able to reconstruct characteristic
features of the increment statistics.

A second part is dedicated to the Lundgren-Monin-Novikov hierarchy (LMN hierarchy).
The LMN hierarchy is a system of partial differential equations describing the evolution
of the N-point probability density functions of divers properties of fluid flows, e.g. the
velocity or the velocity increments. It can be directly obtained from the Navier-Stokes
equations. This work studies the hierarchy for the vorticity and the vorticity increments
in two-dimensional flows. The appearing terms, that cannot be handled analytically, are
investigated numerically. This procedure leads to promising suggestions concerning a
closure of the LMN hierarchy.
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Einleitung

“Where shall | begin, please your
Majesty?” he asked.

“Begin at the beginning,” the King said,
very gravely, “and go on till you come to
the end: then stop.”

(Lewis Carroll, Alice’s Adventures in
Wonderland)

Wenn man als Physiker nach seinem Forschungsgebiet gefragt wird, und man antwortet,
man beschiftige sich mit Turbulenz, ist eine haufige erste Assoziation: “Ah, Turbulenzen!”
Das ist etwas, das jeder entweder aus eigener Erfahrung, oder zumindest aus Erzihlungen
kennt: Durchfliegt ein Flugzeug ein Gebiet, in dem das Fluid (die Luft) turbulent stromt,
unterliegt der Auftrieb starken Schwankungen und das Flugverhalten wird kurzzeitig
instabil.

Aber was bedeutet es nun, wenn ein Fluid turbulent strémt? In Abbildung|1| werden
Aufnahmen eines Vulkanausbruchs gezeigt. In den Staubwolken, die bei der Eruption mit
grofler Wucht ausgestofflen werden, erkennt man einige typische Charakteristika turbu-
lenten Verhaltens. Schon auf den ersten Blick offenbaren die Bilder den hohen Grad an
Komplexitit und Irregularitit, der turbulente Stromungen kennzeichnet. Insbesondere
veranschaulichen die gezeigten Vergroflerungen aber auch das Phinomen der Selbstihnlich-
keit, wonach turbulente Strdmungen, unabhingig von der Skala auf der man sie betrachtet,
jeweils dhnliche Strukturen zeigen.

Die Bilder vom Vulkanausbruch wurden nicht etwa gewihlt, weil sie ein geliufiges
Beispiel turbulenter Stromungen sind, sondern weil sie einige ihrer Eigenschaften beson-
ders gut wiedergeben. Im Alltag begegnet uns turbulentes Verhalten (gliicklicherweise)
wesentlich hdufiger als Vulkanausbriiche. Die Mischvorginge in Verbrennungsmotoren
und Heizofen werden durch Turbulenz erheblich beschleunigt und sorgen so fiir eine
effektivere Verbrennung. Turbulenz sorgt auch dafiir, dass die schidlichen Abgase von
Autos und Industrieanlagen schnell verdiinnt werden und keine Gefahr fiir Lebewesen in
ihrer Nihe darstellen. Andererseits verhilt sich ebenso die Umstromung von Fahrzeugen
turbulent und erhoht dadurch den Luftwiderstand, der auf sie wirkt.

Nun ist im Titel dieser Arbeit von zweidimensionaler Turbulenz die Rede und die
Frage liegt nahe, ob es so etwas tiberhaupt gibt. Als theoretischer Physiker darf man sich
tiber diese Zweifel hinwegsetzen. Es macht nimlich, unabhingig von seiner Relevanz fiir
das alltdgliche Leben, durchaus Sinn sich mit einem (vermeintlich) simpleren Modell zu
beschiftigen, um Riickschliisse auf das Verhalten der vollen dreidimensionalen Gleichungen
zichen zu konnen. Allerdings erweist sich die Untersuchung zweidimensionaler Turbulenz
als gar nicht so akademisch, wie man zunichst vermuten konnte. Es ist ndmlich so, dass



Einleitung

Abbildung 1.: Aufnahme vom Ausbruch des Mount St. Helens am 18. Mai 1980. Von
links nach rechts verdoppelt sich von Bild zu Bild die Vergroflerungsstufe — man findet
auf verschiedenen Skalen dhnliche Muster wieder. Das benutzte Foto stammt vom U.S.
Geological Survey’s Cascades Volcano Observatory (http://vulcan.wr.usgs.gov/).

sich grofskalige Stromungen in der Atmosphire oder in Ozeanen tiblicherweise in diinnen
Schichten abspielen, die untereinander nicht vermischen. Aus diesem Grund bestand schon
lange der Verdacht, dass man sie in guter Naherung als zweidimensional betrachten kann.

Kraichnan (1967) stellte dann durch theoretische Uberlegungen fest, dass zweidimensio-
nale Stromungen im Vergleich zu dreidimensionalen einen grundlegenden Unterschied
im Verhalten des Energieflusses aufweisen miissen (siche Kapitel [2). Seine Theorie konn-
te kurze Zeit spiter anhand von numerischen Simulationen durch Lilly (1969) bestitigt
werden. Schliefflich gelang es Boer und Shepherd (1983) die Giiltigkeit dieser Theorie fiir
Messdaten aus atmosphirischen Stromungen nachzuweisen. Mittlerweile ist es sogar mog-
lich, Laborexperimente durchzufiihren, die das von Kraichnan vorhergesagte Verhalten
zeigen (Paret und Tabeling 1997).

Die bisherigen Ausfiihrungen zeigen, dass Turbulenz, sei es in zwei oder drei Dimensio-
nen, ein allgegenwirtiges Phanomen ist. Umso erstaunlicher ist es, dass es der Physik bisher
noch nicht gelungen ist, sie theoretisch greifbar zu machen. Die Grundgleichungen, die die
Bewegung von Fliissigkeiten beschreiben, die Navier-Stokes-Gleichungen, sind seit Navier
(1823) bekannt. Man geht davon aus, dass diese Gleichungen die Fliissigkeitsdynamik voll-
stindig beschreiben, allerdings kann man sie bestenfalls in Spezialfillen 16sen. Allgemein
zeigen turbulente Stromungen ein derart komplexes Verhalten, dass eine Beschreibung
all ihrer Einzelheiten vollkommen hoffnungslos ist (vgl. Abbildung|[1). Andererseits ist
die Kenntnis aller Details der Stromung auch unnétig, interessanter sind mittlere Groflen
und Wahrscheinlichkeiten. Daher sucht man nach einer statistischen Beschreibung der
Turbulenz.

Einen innovativen Zugang zu solch einer statistischen Beschreibung turbulenter St6-
mungen lieferten Friedrich und Peinke (19972), indem sie die Entwicklung von Geschwin-
digkeitsinkrementen als stochastischen Prozess in der Skala deuteten. Dieser Ansatz beruht
nicht auf den Navier-Stokes-Gleichungen, lasst sich aber andererseits auch nicht aus ihnen
begriinden. Daher muss er durch Experimente oder numerische Simulationen gerechtfer-
tigt werden. Dieser Methode ist ein grofler Teil der vorliegenden Arbeit gewidmet, der die
Ideen von Friedrich und Peinke auf den speziellen Fall der zweidimensionalen Turbulenz
erweitert.
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Neben phianomenologischen Zugingen, wie dem gerade besprochenen, gibt es auch
solche, die sich direkt auf die Navier-Stokes-Gleichungen berufen. Zu ihnen gehort die
Lundgren-Monin-Novikov-Hierarchie, mit der es gelingt, Entwicklungsgleichungen fiir
Wahrscheinlichkeitsdichten, z. B. der Geschwindigkeit oder der Vortizitit, direkt aus den
Navier-Stokes-Gleichungen abzuleiten. Diese Entwicklungsgleichungen sind allerdings, wie
die meisten Ansitze, die sich direkt aus den Grundgleichungen ableiten, nicht geschlossen.
Man kann jedoch heutzutage mithilfe numerischer Simulationen die nicht geschlossenen
Terme schitzen und so Ansatzpunkte fiir eine mogliche Schliefung finden. Hier setzt ein
Teil der vorliegenden Arbeit an, der sich mit der Lundgren-Monin-Novikov-Hierarchie fiir
Vortizititsinkremente beschiftigt.

Inhaltsiibersicht

Insgesamt lasst sich die Arbeit in zwei Teile gliedern. Ein erster Teil beschiftigt sich mit
den theoretischen Grundlagen, auf denen sie fufit. Dabei wird zunichst, angefangen bei
den Grundgleichungen der Fluiddynamik in Kapitel 1| und weiterfithrend tiber einige
klassische Modelle der Turbulenzforschung in Kapitel |2, das wissenschaftliche Umfeld
beleuchtet, in das die nichsten beiden Kapitel gebettet sind. Das erste der beiden folgenden
Kapitel, ‘Deutung der Kaskade als Markow-Prozess’, beschreibt die bereits erwihnten
Ideen von Friedrich und Peinke im Detail und liefert einen Uberblick iiber die dort
benutzten mathematischen Konzepte. Das letzte Kapitel in diesem ersten Teil der Arbeit
beschiftigt sich mit der Lundgren-Monin-Novikov-Hierarchie. Letztere wird dort in der
Form, in der sie im Verlauf der Arbeit benotigt wird, detailliert hergeleitet.

Der zweite grofSe Teil der vorliegenden Arbeit prisentiert Ergebnisse, die unter Ausnut-
zung der Methoden aus dem ersten Teil gewonnen wurden. Diese Ergebnisse wurden in
erster Linie mithilfe einer numerischen Simulation zweidimensionaler Turbulenz erzielt,
welcher der erste Abschnitt von Kapitel |5|gewidmet ist. Im Fortgang dieses Kapitels wird
die Analyse von Friedrich und Peinke (19972) auf den speziellen Fall zweidimensionaler
Turbulenz ausgeweitet. Das zweite Kapitel in diesem Teil der Arbeit stellt Ergebnisse vor,
die in Richtung einer Schlieffung der Lundgren-Monin-Novikov-Hierarchie fiihren.

Schliefilich wird im dritten Teil, dem Anhang, einiges angefiigt, was fiir die Nachvoll-
ziehbarkeit der Arbeit als wichtig oder einfach als mitteilenswert erachtet wurde.
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Teil I.

Grundlagen






1. Grundgleichungen

1.1. Navier-Stokes-Gleichungen

Um die Grundgleichungen zur Beschreibung einer Fliissigkeit herzuleiten, bendtigt man
zwei Bilanzgleichungen - eine fiir die Dichte p(x, t), die die Massenerhaltung beschreibt,
und eine fiir die Impulsdichte p(x, t)u(x,t), die das zweite Newtonsche Axiom bertick-
sichtigt. Hierbei bedeutet #(x, ¢) die Geschwindigkeit der Fliissigkeit am Ort x zur Zeit
t. Die Bilanzgleichung fiir die Dichte ist einfach die Kontinuititsgleichung und fithrt im
Falle inkompressibler Fliissigkeiten, d h. die Dichte p ist unabhingig von Ort x und Zeit ¢,
auf die sogenannte Inkompressibilititsbedingung

V-u(x,t)=0. (1.1)

In der Bilanzgleichung fiir die Impulsdichte miissen alle auftretenden Volumen- und Ober-
flachenkrifte beriicksichtigt werden. Fiir inkompressible newtonsche® Fliissigkeiten erhilt
man schliefflich

d

Eu(x, )+ u(x,t) - Vu(x,t)==Vp(x,t)+vAu(x,t)+ f(x,t), (1.2)

mit folgenden Definitionen

p(x,t)=P(x,t)/p ist der Quotient aus dem Druck P(x, t) und der Dichte p, tiblicher-
weise einfach Druck genannt;

v=n/p ist die kinematische Viskositit und ergibt sich aus der dynamischen
Viskositit 7 und der Dichte p;

f(x,1) beinhaltet alle von auflen aufgeprigten Volumenkraftdichten, wie die
Gravitation oder die Corioliskraft.

Die drei gekoppelten Differentialgleichungen tiir die drei Komponenten des Ge-
schwindigkeitsfeldes #,(x, t) heiflen, nach Claude-Louis Navier (1823) und George Gabriel
Stokes (1843), die Navier-Stokes-Gleichungen. Sie miissen durch Rand- und Anfangsbedin-
gungen erginzt werden. In tiblichen physikalischen Systemen sind die Randbedingungen

'Newtonsche Flissigkeiten haben lineare Materialeigenschaften, zu ihnen gehdren die meisten gingigen
Flisssigkeiten. Nichtnewtonsche Fliissigkeiten verandern, je nach Stirke der Scherung die auf sie wirkt,
ihre viskosen Eigenschaften. Ein hiufig herangezogenes Beispiel ist eine Mischung aus Stirke und Wasser
iiber die man in schnellen Bewegungen laufen kann, aber untergeht sobald man stehen bleibt. Fiir eine
detailliertere Darstellung sei z. B. auf Faber (1995) verwiesen.
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1. Grundgleichungen

| =

]
x /Q?\ Y Abbildung 1.1.: Periodische Randbedingungen

L in drei Dimensionen. Nach der Linge L wieder-
holt sich das physikalische System.

durch die Impermeabilitit der Rander und die Haftbedingung (engl. no-slip condition)
gegeben. Fiir unbewegte Rinder lauten diese

n-ulyy, =0 bzw. nXxulg, =0,

wobei 7 die Flichennormale auf den Rand und 8 V' den Rand selbst bezeichnet.

Eine zweite, besonders in numerischen Simulationen aber auch in theoretischen Model-
len anzutretfende Maoglichkeit, die Randbedingungen zu wihlen, sind periodische Rinder.
Dazu stellt man sich einen Wiirfel der Seitenlinge L vor, so dass fiir alle Geschwindigkeiten
u(x,t) in diesem Quader, und damit insbesondere auf dessen Rand, fiir alle Zeiten ¢ und
alle Orte x = (x;, x,, x3) gilt

u(x; +1L,xy+mL,xs+nL,t)=u(x,t),
wobei [, m und 7 beliebige ganze Zahlen sind (siche auch Abb.[L.1).

1.1.1. Behandlung des Druckterms
In Gleichung tritt neben dem Geschwindigkeitsfeld #(x, ) noch der Druck p(x, ¢) auf.

Letzterer ldsst sich allerdings aus dem Geschwindigkeitsfeld bestimmen. Dazu bildet man
zunichst die Divergenz von Gleichung und nutzt die Inkompressibilititsbedingung,
Gl. (L.1), aus. Man erhilt so, bei divergenzfreien Volumenkriften f(x,¢), die Poisson-
Gleichung

Ap(x,t)=—=V-(u(x,t)-V)u(x,t)= —%ui(x, Z)%uj(x, t).? (1.3)
j

1

Diese Gleichung lasst sich mittels der Greenschen Funktion des Laplace Operators (siehe
Friedrich 2007) oder durch Invertierung des Laplace-Operators im Fourier-Raum (sieche
Frisch 1996) 15sen.

?Bei dieser Schreibweise wurde die Einsteinsche Summenkonvention benutzt. Diese gilt, wo anwendbar,
auch fiir den Rest der vorliegenden Arbeit.
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1.1. Navier-Stokes-Gleichungen

1.1.2. Nichtlinear und nichtlokal

Nachdem alle wichtigen Fakten zu den Navier-Stokes-Gleichungen zusammengetragen
sind, bietet es sich an dieser Stelle an, kurz der Fragestellung nachzugehen, warum sie sich
seit bald zweihundert Jahren einer erfolgreichen theoretischen Behandlung widersetzen.
Fiir diese Tatsache sind in erster Linie zwei Aspekte verantwortlich: Die Navier-Stokes-
Gleichungen sind sowohl nichtlinear als auch nichtlokal.

Die Nichtlokalitit verbirgt sich im Druckterm. In die Losung der zugehdrigen Poisson-
Gleichung gehen die Geschwindigkeiten #(x, ¢) an jedem Raumpunkt x ein. Die
Beschreibung der Entwicklung der Geschwindigkeit an einem Raumpunkt setzt also die
Kenntnis des gesamten Geschwindigkeitsfeldes voraus.

Die Nichtlinearitit, u(x,t) - Vu(x,t), verbietet, einfach gesprochen, die Anwendung
des Superpositionsprinzips. Die Kenntnis einer speziellen Losung fiihrt also keineswegs
auf die allgemeine Losung, wie es etwa beim harmonischen Oszillator der Fall ist. Die
allgemeine Theorie nichtlinearer Systeme (siche z. B. Argyris et al. 1997; Strogatz 2001)
sagt desweiteren, dass diese sehr sensibel auf kleinste Anderungen der Anfangsbedingungen
reagieren und je nach Einstellung der Kontrollparameter bis hin zum Chaos ein breites
Spektrum an Verhalten zeigen konnen.

1.1.3. Reynolds-Zahl

Um sich iiber den Einfluss der von auflen aufgeprigten (Kontroll-) Parameter klar zu
werden, macht man die Navier-Stokes-Gleichungen mit folgender Transformation
dimensionslos

u ¢ x pL fr

u— —, r— — X —> —, p—)— f—)—

wobei L eine charakteristische Linge, T eine charakteristische Zeit und U = L/T eine
charakteristische Geschwindigkeit sind. Man erhalt

iu(x, t)+u(x,t) - Vu(x,t)=—-Vp(x,t)+ iAu(x, )+ f(x,t), (1.4)
x Re

mit der Reynolds-Zahl (Reynolds 1895)

UL
Re=—.
v

An Gleichung liest man ab, dass die Reynolds-Zahl, Re, der einzige Kontrollparameter
ist - skalierte Systeme mit gleichem Re verhalten sich geometrisch dhnlich (Abnlichkeits-
prinzip). Diese Tatsache ermdglicht z. B. Ingenieuren, die aero- bzw. hydrodynamischen
Eigenschaften ihrer Konstruktionen an skalierten Modellen im Windkanal zu testen.

Eine andere Sichtweise der Reynolds-Zahl liefert die folgende Uberlegung: Ist eine
turbulente Strémung durch die oben eingefiihrten charakteristischen Groflen U und
L gekennzeichnet, so lisst sich der dissipative Term durch vU/L? abschitzen; fiir den
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1. Grundgleichungen

advektiven Term gilt die Abschitzung U? /L. Dementsprechend gibt die Reynolds-Zahl
gerade das Verhiltnis von Advektion zu Diffusion an

U*/L UL
VULE v

Re

Osborne Reynolds (1895) konnte in Experimenten an flissigkeitsdurchstromten Rohren
zeigen, dass es einen kritischen Wert fiir Re gibt. Stromungen mit einer Reynolds-Zahl
kleiner dieser kritischen Reynolds-Zahl verhalten sich laminar. Laminare Stromungen
kann man sich als einen Zustand vorstellen, in dem die Fliissigkeit in Schichten stromt, die
sich nicht vermischen. Ab der kritischen Reynolds-Zahl setzt dann turbulentes Verhalten
ein. Es kommt zu Verwirbelungen und die Schichten durchmischen sich bei steigender
Reynolds-Zahl immer stirker, bis der Zustand der vollentwickelten Turbulenz erreicht ist.
Dieser Ubergang zur vollentwickelten Turbulenz wird sehr schén durch photographische
Aufnahmen illustriert, die in Bildbinden wie dem von van Dyke (1982) zu finden sind.

1.2. Wirbeltransportgleichung

Die Wirbelstirke, oder auch Vortizitit, ist definiert als die Rotation des Geschwindigkeits-
feldes

w(x,t)=V xu(x,t). (1.5)

Die zugehorige Entwicklungsgleichung erhilt man durch Rotationsbildung der Navier-
Stokes-Gleichungen (1.2), sie heifft Wirbeltransportgleichung?

%w(x, )+ u(x,t)-Vo(x,t) = w(x,t) - Vu(x,t)+ vAw(x,t)+ V x f(x,t). (1.6)

Um die Geschwindigkeit #(x, ¢) in Gleichung zu berechnen, benutzt man das, aus
der Elektrostatik bekannte, Biot-Savart-Gesetz

1 x—x'
u(x,t)=— | w(x,t) x ———dx"4>.

4 |x—x/|3

Die Korrespondenz zur Elektrostatik ergibt sich, wenn man in Gleichungen und
die Vortizitdt w(x, t) durch die magnetische Induktion und die Geschwindigkeit #(x, t)
durch die elektrische Stromdichte ersetzt.

3Auch wenn hier der Singular genutzt wird handelt es sich, wie bei den Navier-Stokes-Gleichungen (1.2),
wieder um drei gekoppelte Differentialgleichungen.

“Genaugenommen diirfte man hier noch eine beliebige Potentialstromung # ,,,(x, ) = =V &(x, ¢) addieren.

5In dieser Formulierung gilt das Gesetz nur in drei Dimensionen; in zwei Dimensionen andert sich der

Integralkern (siche Abschnitt .
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1.3. Ein erster Schritt in zwei Dimensionen

1.3. Ein erster Schritt in zwei Dimensionen

Is this space of our couple of hours too
dimensional for you, temporiser?

(James Joyce, Finnegans Wake)

Ubertrigt man die bisherigen Ergebnisse, d. h. beschrinkt man die Bewegung der Fliis-
sigkeit und damit die Geschwindigkeit #(x, t), auf zwei Dimensionen, ergeben sich einige
grundlegende Unterschiede zum dreidimensionalen Fall. Hat das Geschwindigkeitsfeld
nur zwei Komponenten, #(x,t) = (u,(x,t), uy(x,t),0), die nur vom Ort in der Ebene,
x = (xq,%,,0), abhidngen, so reduziert sich die Vortizitit auf ein Pseudoskalar c(x, t)

uy(x,t) 0
0 w(x,t)

Die Wirbeltransportgleichung wird zu

%a)(x, t)+u(x,t)-Vo(x,t)=vAcw(x, t)—i—f~(x, t), (1.7)

LR P 2 - . .
wobei f (x, t)===f(x,t)— 5= fi(x,¢). In zweé Dimensionen V?I‘SCthl.’ldet glso der soge-
nannte Wirbelstreckungsterm w{(x, t)- Va(x, £)°. AuRerdem verindert sich die Greensche
Funktion zum Laplace-Operator, was zur Folge hat, dass das Biot-Savart-Gesetz in 2d

1 x—x'

u(x,t):—Ja)(x/,zt)-e3 x ———dx’ (1.8)

27 Ix—x/|2

lautet. Auch hier kann wieder eine beliebige Potentialstromung addiert werden.

Es treten also grundlegende Unterschiede zwischen Fliissigkeitsstromungen in zwei und
in drei Dimensionen auf. Andererseits bleiben beim Ubergang zum zweidimensionalen
Fall andere Eigenschaften erhalten. So ist Gleichung genau wie Gleichung (1.6), durch
das Auftreten des advektiven Terms, sowohl nichtlinear als auch nichtlokal. Dieses Ambigu
von zum Teil gleichen, zum Teil aber auch sehr unterschiedlichen Verhalten der Stromung
in zwei bzw. drei Dimensionen, wird im Folgenden noch hdufiger anzutreffen sein.

1.4. Turbulente Langenskalen

In Abschnitt[1.1.3|wurde gezeigt, wie iiber die Einfiihrung der Reynolds-Zahl die Navier-
Stokes-Gleichungen dimensionslos gemacht werden kénnen. Dimensionlos bedeutet aber
nicht, dass das beschriebene Fluid sich auf allen Skalen gleich verhilt. Im Gegenteil, bei

¢Der Name riihrt daher, dass dieser Term in dreidimensionalen Stromungen die Konzentration der Vortizitit
in diinnen Wirbelfiden oder -flichen bewirkt. In der vorliegenden Arbeit soll nicht niher auf diese Tatsache
eingegangen werden; der interessierte Leser sei z. B. auf die Lehrbiicher von Davidson/ (2004) oder Pope
(2000) verwiesen.
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1. Grundgleichungen

der Beschreibung turbulenter Stromungen spielen charakteristische GrofSen eine oft ent-
scheidende Rolle. Im Folgenden sollen nun zwei wohl definierte, separierte Lingenskalen
vorgestellt werden. Beide lassen sich aus der sowohl numerisch als auch experimentell gut
handhabbaren Geschwindigkeitsautokorrelation R;; berechnen.

1.4.1. Geschwindigkeitsautokorrelation

Die Geschwindigkeitsautokorrelation R; (7, x, t) ist definiert als

Rij(r,x,t)= <ul(x +r,t)ui(x, t)> .

Im Falle homogener, isotroper Turbulenz hingt R, (r, ¢) nicht vom Aufpunkt x ab und
lasst sich allgemein zerlegen in’

R (r)=A(r)S,; +B(r) 7;’;’6
= R, ()8, + [Ree(r) = Roy(1)] f (19)

Hier wurde die Zeitabhingigkeit unter Annahme von Stationaritit bereits weggelassen.
Zwischen Ry, und R, gilt die Beziehung®

R (r) = Reg(r) + =R}, (1) (1.10)
d—2 1 )
=7 Ree)+ o= R (1)]', (1.11)

wobei d die Dimension des betrachteten Systems bedeutet.

1.4.2. Taylor-Mikroskala
Geoffrey Ingram Taylor (1935) hat die Linge

2
2 2%rms

(&)

definiert, die heute als die Taylor-Mikroskala bekannt ist. Die Motivation fiir diese Defini-
tionen ergibt sich aus der Entwicklung von R,,(7)/ ufms um r =0,

R[t(r) R;t(o) R/t/t(o) 2
=1+ 7+ 2+ 0(rt
2 2 2
Mrms %rms 2”rms
=0 :_1//{2

und der Beziehung RY (0) = ((aixzul)z) (siehe auch Abbbildung .

’Siehe im Anhang den Abschnitt|A.1|iiber isotrope Tensoren oder z. B. Landau und Lifshitz (1987).
8Rechnung m Anhang, Abschnitt , S.
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1.4. Turbulente Ldngenskalen

Abbildung 1.2.:  Veranschaulichung zum
Konzept der Taylor-Lange. Die durchgezoge-
ne Linie zeigt die normierte longitudinale Ge-
schwindigkeitsautokorrelation R, (7)/« rzms.
Die gestrichelte Linie zeigt eine Niherung
dieser Funktion im Ursprung durch eine Pa-
rabel. Der Schnittpunkt der Parabel mit der
x-Achse bestimmt die longitudinale Taylor-

Linge 4,.7

Analog lisst sich eine longitudinale Taylor-Linge definieren (siche z. B. Pope 2000)

2
2 2%rms

()

Fiir die Beziehung zwischen A und A, erhilt man aus Gl. (1.10)

d+1

wobei d wieder fiir die Dimension steht.
Auf den obigen Ausfithrungen basierend kann man schliefSlich noch die Zaylor-Skala-
Reynolds-Zahl definieren

1.4.3. Integrale Lange

Die zweite Linge, die man basierend auf der Geschwindigkeitsautokorrelation definiert, ist
die integrale Linge. Auch sie gibt es in longitudinaler und transversaler Form

Lz:Jo Ryy(r)dr bzw. Lt:JO R,,(r)dr.

Nimmt man fiir R (r) einen exponentiellen Verlauf an, so enstspricht die integrale Lange
gerade der Linge, nach der R_(7) um 1/e abgefallen ist.

Mittels Gleichung und unter der Annahme, dass R;;(r) schneller als 1/72 abfillt
findet man Ja

L =—1L,.
t d—l {

In zwei Dimensionen verschwindet die transversale integrale Langenskala also.

9Die Darstellung in Abbildungist aus didaktischen Griinden iibertrieben. In realen physikalischen Syste-
men ist die Taylorlinge A klein gegen den Abfall der Korrelationsfunktion (d. h. gegen die integrale Linge
L). Fiir die gezeigte Korrelationsfunktion hingegen liegen A und L etwa in der gleichen Gréfienordnung.
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2. Kaskaden

Die folgenden Abschnitte bieten eine Zusammenstellung wichtiger Ergebnisse zur sog. tur-
bulenten Kaskade. Besonderes Augenmerk wird dabei auf Unterschiede zwischen zwei- und
dreidimensionaler Turbulenz gerichtet.

2.1. Richardson Kaskade

Big whirls have little whirls that feed on
their velocity,

and little whirls have lesser whirls and
s0 on to viscosity.

(L. F. Richardson)

Schon in einer berithmten Zeichnung Leonardo da Vincis (Abb. erkennt man, wie
das grof3skalige Einstromen von Wasser in ein Becken zu wirbelartigen Strukturen auf
vielen verschiedenen Lingenskalen fiithrt. Scheinbar zerfillt der grofle Wirbel in kleinere
Wirbel und diese in noch kleinere Wirbel und so weiter. Diese Idee steht auch hinter
dem 1922 von Lewis Fry Richardson vorgeschlagenen Kaskadenmodell (Richardson 1922).
Demnach wird einer turbulenten Stromung auf groflen Skalen Energie zugefithrt und
erzeugt dadurch Wirbel. Diese Wirbel werden instabil® und geben ihre Energie an kleinere
Wirbel ab, die ihrerseits instabil werden und so weiter (siche Abb.[2.2). Diese Energiekaskade
kommt erst zum Stillstand, wenn Wirbel einer Groflenordnung erzeugt werden, auf der
die viskose Dissipation einsetzt und die kinetische Energie in Warme umwandelt.

'Der Mechanismus hinter dem Instabilwerden von Wirbelstrukturen liegt im Wirken des Wirbelstreckungs-
terms begriindet. In der vorliegenden Arbeit wird nicht niher darauf eingegangen; der interessierte Leser
sei auf die gangigen Lehrbiicher wie die von Pope (2000) oder Davidson (2004) verwiesen.

Abbildung 2.1.: Wasser stromt in ein Be-
cken, Ausschnitt aus einer Zeichnung von
Leonardo da Vinci (1508-1509). Da Vinci
arbeitet deutlich das Zusammenspiel wir-
belartiger (kohdrenter) Strukturen auf ver-
schiedenen Lingenskalen heraus und deu-
tet damit spatere Ergebnisse der physikali-
=S ‘ schen Beschreibung turbulenter Stromun-
st S ey gen, wie die Engergiekaskade, an.
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2. Kaskaden

/ N Abbildung 2.2.: Typische Illustration

Q Q der Richardson-Kaskade. Auf der in-
tegralen Lingenskala L wird dem Sys-
/ — \ tem Energie zugetiihrt. Die dadurch

S T

7~ 7 <N 7 < entstandenen Wirbelstrukturen zerfal-
: : : len in immer kleinere Strukturen, bis
D OO S D o TS o S O .. . .. .
et auf der Dissipationslinge 7 die Ener-
7 gie dissipiert wird.

Im Folgenden wird ersichtlich werden, dass dieses einfache Modell der Energiekaskade
sich in theoretischen Beschreibungen dreidimensionaler, und in modifizierter Form auch
zweidimensionaler, turbulenter Stromungen wiederfindet.

2.2. Nichtviskose Erhaltungsgrofien

Die Kenntnis von Erhaltungsgroflen, wie z. B. des Runge-Lenz-Vektors beim Kepler-Pro-
blem, trigt hiufig zur Losung physikalischer Probleme bei. Daher macht es Sinn auch
bei turbulenten Stromungen nach Erhaltungsgrofen zu fragen. Da es sich hierbei um ein
dissipatives System handelt, ist es tiblich, auch solche Grofien zu betrachten, die nur im
dissipationsfreien Falle (v = 0) und ohne Einfluss duferer Krifte (f (x, ) = 0) erhalten sind.
Anders formuliert bedeutet das, diese Grofien werden vom nichtlinearen Term erhalten.
Im Folgenden werden zwei solche nichrviskosen Erbaltungsgrofsen vorgestellt.?

2.2.1. Mittlere kinetische Energie

Im Falle homogener Turbulenz gilt fiir die zeitliche Entwicklung der mittleren kinetischen
Energie pro Masseneinheit

d

d
Eg(t) 1<”i(x’t>ui(x’t)):V<”i(x’t)A”i(x’t))+(”i(x’t)f;'(x’t)>‘ (2-1)

S de2

Gleichung folgt aus den Navier-Stokes-Gleichungen fiir die Geschwindigkeitskom-
ponente #;(x, t) durch Multiplikation mit #;(x, ¢). Sie besagt, dass kinetische Energie in
turbulenten Strémungen nur durch duflere Krifte erzeugt bzw. nur durch Dissipation
vernichtet wird. Setzt man nun die Viskositit v und die dufleren Krifte f(x, t) gleich null,
so wird die mittlere kinetische Energie zur Erhaltungsgrofle.

?Neben den vorgestellten gibt es weitere nichtviskose Erhaltungsgroflen, wie die Paritit, auf die hier nicht
niher eingegangen wird.
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2.3. Energiespektrum

2.2.2. Enstrophie (in zwei Dimensionen)

Fiir zweidimensionale Stromungen findet man eine weitere nichtviskose Erhaltungsgrofie,
die sogenannte Enstrophie, defniniert als

(1) = % (w(x,1)) .

Durch Multiplikation der zweidimensionalen Wirbeltransportgleichung mit w(x, 1),
ergibt sich fiir die Enstrophie

d N
00) = v (e, )Aw(x, 1)) + <a>(x, Of (x, t)> :

Setzt man wieder die Viskositit v und die dufleren Krifte f (x,t) gleich null, so verschwindet
auch die zeitliche Ableitung - die Enstrophie wird zur Erhaltungsgrofie.

2.3. Energiespektrum

Im Bild der Richardson Kaskade, nach der Energie von Skala zu Skala transportiert wird,
ist der Energiegehalt einer Fourier-Mode eine interessante GrofSe. Sie wird durch das
Energiespektrum E(k, t) beschrieben. Das Energiespektrum ergibt sich aus der mittleren
kinetischen Energie pro Masseneinheit, &(¢), durch Fourier-Transformation?

E(t)= % (i, (x, )y (x, 1)) = %f ®;;(k,t)d“k :J E(k,t)dk, 2.2)
0
wobei @, ;(k, ) die Fourier-Transformierte des Geschwindigkeitsautokorrelationstensors
R;;(r,t), definiert in Abschnitt|1.4.1, ist und d fiir die Dimension des betrachteten Sys-
tems steht. Das zweite Gleichheitszeichen in Gleichung folgt, weil Faltungen im
Ortsraum, im Fourier-Raum zu einfachen Produkten werden und umgekehrt. Das dritte
Gleichheitszeichen gilt im Falle isotroper Turbulenz und folgt dhnlichen Argumenten wie
die Zerlegung des Geschwindigkeitsautokorrelationstensors in Abschnitt Die exakte
Herleitung findet sich z. B. bei Batchelor (1953, Kap. II u. III) oder Pope (2000, Kap. 6).
Fiir das Energiespektrum lasst sich aus den Navier-Stokes-Gleichungen im Fourier-Raum
(Rose und Sulem 1978; Lesteur |1997), oder alternativ durch Fourier-Transformation der
bekannten von Karman-Howarth-Relation (von Karman und Howarth 1938), folgende
Bilanzgleichung herleiten

ad
<3—+2vk2> E(k,t)=T(k,t)+F(k,t), 2.3)
t
3Hier ist die Fourier-Transformation wie folgt definiert:
fy=— [ fkset= a wd W= [ S,
2y

wobei d wieder die Bedeutung der Dimension hat.
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2. Kaskaden

wobei F(k,t) die Energieinjektion durch die dufleren Krifte beschreibt. Der Term 7'(k, t)
ergibt sich aus dem nichtlinearen und dem Druckterm der Navier-Stokes-Gleichungen
und beschreibt den Energietransfer zwischen Fourier-Moden. Aus Gleichung folgt im
Falle nichtviskoser nichtgetriebener Turbulenz (d. h. v=0und F(k,t)=0)

JOOT(k,t)d/e =0. (2.4)
0

Man kann allerdings durch direktes Auswerten des Integrals zeigen, dass Gleichung
auch fiir getriebene Turbulenz giiltig ist.

2.4. Energiefluf3 in drei Dimensionen

Nach der Vorstellung der Richardson-Kaskade flief8t Energie von groflen zu kleinen Skalen,
d. h. von kleinen zu grofien Wellenzahlen. Im Falle dreidimensionaler Turbulenz reichen
die bisherigen Ergebnisse aus, um dieses Bild zu bestitigen. Dazu definiert man zunichst
den Energiefluf} durch die Fourier-Mode &

k
T(k',t)dk’,  bzw. mit (2.4) O(k,t)=— J T(k',t)dk’. (2.5)

0

o

H(k,t):J

k

Ist der Energiefluf} positiv, II(k, t) > 0, bedeutet das, dass Energie im Mittel in Richtung

grofler Wellenzahlen k transportiert wird.
Um II(k, t) zu berechnen, nutzt man Gleichung im stationiren Fall,

2vk*E(k) = T(k,t)+ F(k,t), 2.6)

und nimmt an, dass die dufleren Krifte in einem schmalen Bereich um die Wellenzahl &,
mit der Rate ¢ Energie injizieren, d. h.

e:J F(k,t)dk
0

(siche auch Abbildung2.3). Da ¢ der einzige Energieeintrag ist und man den stationiren
Zustand betrachet, ist ¢ also auch die mittlere Energiedissipationsrate. Zunichst stellt man
Gleichung (2.6) um und integriert von 0 bis &

k k k
—J T(k)dk' = —2v f /e/ZE(/e/)d/e/+J F(k)dE'. @.7)
0 0 0

Die linke Seite ist per Definition der Energiefluss II(k). Das Integral iiber die dufleren
Krifte legt die Betrachtung zweier Bereiche nahe (vgl. wieder Abb.[2.3). Im Bereich & < ;
verschwindet dieses Integral und fiir den Grenzfall Re — oo, d. h. v — 0, gilt

k<k;
lin%H(/e) = —21imvf k"”E(k")dk' =0.
y— 0

y—0
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2.5. Kolmogorov-Spektrum (K41)

Abbildung 2.3.: Schematische Darstellung
des Energieflusses im stationdren Zustand.
Der schmalbandige Antrieb F (k) injiziert mit
konstanter Rate ¢ Energie, die dann in Rich-
tung grofer Wellenzahlen fliefit (vgl. Lesieur
1997).

Im zweiten Bereich, k& > k,, gilt
k>k;
J F(k')dk' =<
0
und damit fiir endliches k; < & < oo

k
lin%H(/e) = —21ir%vf R?E(RYdE +¢=c¢.
v— v— 0

Lisst man allerdings & gegen Unendlich gehen, muss wegen das Integral iiber £2E (k)
divergieren, damit Gleichung (2.7),

ZVJ sz(k)dk:J F(k)dk' =-,
0 0

auch im Falle v — 0 giiltig bleibt.
Insgesamt ergibt sich fiir die beiden Bereiche und den Fall £ — oo

0, k<k;,
linéH(k): e, k;<k<oo
0, k—oo.

Die kinetische Energie fliefit also von der Lingenskala, auf der sie durch duflere Krifte
eingetragen wird, in Richtung kleiner Skalen, bis sie auf kleinsten Skalen dissipiert wird.

2.5. Kolmogorov-Spektrum (K41)

Im Jahr 1941 verotfentlichte Andrei Nikolajewitsch Kolmogorov drei sehr einflussreiche
Artikel zur Turbulenz. Die darin beschriebenen Ideen sind heute als K41-Theorie bekannt
und werden u. a. von Frisch (1996) umfangreich zusammengefasst. Hier wird zunichst
nur ein Ergebnis aus dem ersten der drei Artikel (Kolmogorov 1941a) vorgestellt, in
Abschnitt 2.7| werden dann weitere Aspekte Kolmogorovs Theorie besprochen. In dem
zuletzt zitierten Artikel formuliert Kolmogorov seine
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2. Kaskaden

Zweite Ahnlichkeitshypothese: Im Grenzfall unendlicher Reynolds-Zahlen, hingen die
statistischen Eigenschaften kleinskaliger Grofien ausschliefilich von der Skala £ und
der mittleren Energiedissipationsrate ¢ ab.”

Daraus lisst sich fiir das Energiespektrum folgern (/ = &~)

E(k)=> c(a, B)ckP
@3

und mittels Dimensionsanalyse mit der Lingeneinheit [L] und der Zeiteinheit [ 7],
E(k)=[LP[T]7, k=[L]", e=[LI[T]7, 2.8)
erhilt man ein eindeutig losbares Gleichungssystem, so dass
E(k)=Ce*PpP,

Dies ist das berithmte £ ~>/3-Gesetz. Es wurde mehrfach unabhingig und auf verschiedenem
Wege entdeckt, unter anderen von Obukhov (1941a, b) und gemeinschaftlich durch von
Weizsicker (1948) und Heisenberg (1948).

2.6. Energiefluss in zwei Dimensionen

In Abschnitt[2.2.2 wurde die Enstrophie €)(¢) vorgestellt, die in zweidimensionalen Stré-
mungen, zusitzlich zur mittleren kinetischen Energie, erhalten ist. Das Auftreten dieser
zweiten nichtviskosen Erhaltungsgrofie hat Konsequenzen fiir den Energiefluf$ der Kaskade
in zwei Dimensionen. Einen ersten Hinweis darauf liefert ein Theorem von Fjgrtoft (1953).

Zunichst stellt man fest, dass sich das Enstrophiespektrum direkt aus dem Energiespek-
trum E(k, t) ergibt

Q(t):Loosz(k,t)dk.

Diese Beziehung folgt aus der Tatsache, dass Ableitungen im Ortsraum, im Fourier-Raum
zu Multiplikationen mit dem Wellenzahlvektor & werden (detaillierte Herleitung in Lesteur
1997, Kap. V-10).

Folgt man wieder der Argumentation Kolmogorovs (siche Abschnitt[2.5), die auch in
zwei Dimensionen giiltig sein sollte, findet man neben dem bekannten &£~>/3-Spektrum
auch die Moglichkeit fiir ein &£ ~>-Energiespektrum. Dazu nimmt man an, dass das Enstro-
phiespektrum &2E(k) nur von k und 7 ~ k%¢ abhingt® und fiihrt eine zu analoge

Dimensionsanalyse durch.

4Sehr freie Ubersetzung,

5Man beachte, dass  hiufig die sog. Kolmogorovsche Dissipationslinge (= (v} /¢)"/*) bezeichnet (siche z. B.
Pope 2000). Die hier benutzte Notation, nach der 7 die konstante Enstrophie-Transferrate bezeichnet,
wurde von Kraichnan (1967) iibernommen.
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2.7. Charakterisierung der Kaskade durch Geschwindigkeitsinkremente

2.6.1. Fjgrtofts Theorem

Fyertoft (1953) betrachtet nun den Spezialfall, dass nur drei Moden, k,, k, und k5 angeregt
sind. Viskositit und duflere Krifte werden weggelassen, d. h. man betrachtet die zweidi-
mensionale Euler-Gleichung. Wenn nun E(k;, t) die kinetische Energie und AE(k;) die
Anderung der Energie zwischen zwei Zeitpunkten in der Mode k; bezeichnen, lassen sich
Energie- und Enstrophieerhaltung wie folgt formulieren

0=AE(k)+ AE(ky) + AE(ks),
0= k> AE(k,)+ k2AE(ky) + k2AE(ky).

Nimmt man zur weiteren Vereinfachung an k, = 2k, und k; = 2k,, ergibt sich
4 1
k*AE(k,) = 1k2 k k2AE(ky) = 4k2 k
1AE( 1)__§ 2AE( 2)5 3AE( 3)__§ ZAE( 2)'

Betrachtet man nun nur den Energiefluss aus der Wellenzahl &, (d. h. AE(k,) < 0), liest
man an obigen Gleichungen ab: Energie fliefit stirker in Richtung kleinerer Wellenzahlen,
wihrend Enstrophie stirker in Richtung grofler Wellenzahlen fliefdt. Dieses Ergebnis ist
gerade kontrir zu dem aus drei Dimensionen, wo Energie in Richtung grofler Wellenzahlen
stromt.

2.6.2. Die inverse Energiekaskade nach Kraichnan

Robert H. Kraichnan (1967) hat in einem sehr einflussreichen Artikel zeigen kénnen, dass
das & =3-Spektrum zu einer reinen Enstrophiekaskade gehdrt und den gleichzeitigen Fluss
von Energie ausschliefit; bzw. vice versa fiir das k~>/*-Spektrum. Weitere Uberlegungen
tithrten ihn dann zu dem Schluss, dass, nimmt man wieder einen Energieeintrag durch
duflere Krifte in einem Bereich um die Wellenzahl k; an, in einem stationiren Zustand
die Enstrophie in Richtung grofler Wellenzahlen stromt und dabei ein Spektrum E(k) ~
k=3 ausgebildet wird. Umgekehrt fliefit nach Kraichnan die Energie in Richtung kleiner
Wellenzahlen, wo sich das £=>/3-Spektrum ausbildet (siche Abbildung . Die Herleitung
dieser Ergebnisse wird im Anhang (Abschnitt in groben Ziigen vorgestellt.

2.7. Charakterisierung der Kaskade durch
Geschwindigkeitsinkremente

Kolmogorov (1941a) stellt fest, dass die Vorstellung einer turbulenten Stromung als einen
isotropen Zustand, wie Taylor (1935) sie vorschligt, zwar in Spezialfillen gut realisiert ist,
im Allgemeinen aber versagt. Auf der Skala, auf der der Energieeintrag stattfindet, wird die
Isotropie iiblicherweise gebrochen sein. Daher definiert Kolmogorov die lokale Isotropie.
Dazu miissen zunichst die sog. Geschwindigkeitsinkremente v(x,r, t) eingefithrt werden,

v(x,r,t)=u(x+r,t)—u(x,t). 2.9)
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2. Kaskaden

Abbildung 2.4.: Doppeltlogarithmische Dar-

E(k) ) ~ k33 stellung des Energiespektrums in zwei Di-
N mensionen. Auflere Krifte injizieren mit der
‘5\ Rate ¢ Energie und mit der Rate 7 Enstrophie

in einem schmalen Bereich um die Wellenlin-

‘ ge k;. Die Energie stromt in Richtung kleiner

Wellenzahlen, wobei ein #~>/3-Spektrum aus-
gebildet wird, wihrend die Enstrophie durch

ein k~>-Spektrum in Richtung grofler Wel-
lenzahlen stromt.

ol
.

Darauf basierend definiert Kolmogorov:

Definition (lokale Homogenitat) Ist die N-Punktverbundwahrscheinlichkeit

po(x,r,t),v(x,7ry,t),...0(x, 7y, 1))

in einem Gebiet ¥ fiir jeden beliebigen Satz von r;, i = 1,... N, unabhingig von x
und #(x), so heifdt die Stromung lokal homogen.

Definition (lokale Isotropie) Ist die N-Punktverbundwahrscheinlichkeit zusitzlich invari-
ant unter Drehungen und Spiegelungen der Koordinatenachsen, so heifdt die Stomung
lokal isotrop.

Als eine Art Analogon zur in Abschnitt eingefithrten Geschwindigkeitsautokor-
relation im lokal isotropen Fall fithrt Kolmogorov die longitudinalen und transversalen

Strukturfunktionen n-ter Ordnung Sg‘/t(r, t) ein,

SE@eo )= ([ (0]"),
mit
(7, t)= [u(x+r,t)—u(x,t)]-; bzw. v,(r,t)=[u(x+r,t)—u(x,t)]-n,, (2.10)

wobei 7, ein senkrecht auf r stehender Einheitsvektor ist.

Ausgehend von der von Karman-Howarth-Relation kann Kolmogorov (1941b) in seinem
dritten Artikel von 1941 zeigen, dass fiir die dritte longitudinale Strukturfunktion im Falle
stationdrer lokal isotroper Turbulenz gilt

Sg( r)=—=cr (in drei Dimensionen), (2.11)

wo ¢ wieder die mittlere Energiedissipationsrate bezeichnet. Diese Relation ist als das
Vier-Fiinftel-Gesetz bekannt geworden und ist eine der wenigen exakten Relationen, die
man direkt aus den Navier-Stokes-Gleichungen herleiten kann.

30



2.7. Charakterisierung der Kaskade durch Geschwindigkeitsinkremente

Die dritte longitudinale Strukturfunktion steht in direktem Zusammenhang mit dem
Energieflufl II(k), es ist daher nicht verwunderlich, dass sich bei Gleichung (2.11) in zwei
Dimensionen das Vorzeichen dndert, auflerdem dndert sich der Proportionalititsfaktor

S ; (r)= 55 r (in zwei Dimensionen). (2.12)

Diese Gleichung gilt in der inversen Energiekaskade; fiir die direkte Enstrophiekaskade
lasst sich auch eine Relation herleiten. Beide Herleitungen fiihrt Bernard (1999) explizit
durch.

Die dritten Strukturfunktionen geben die Schiefe der Wahrscheinlichkeitsverteilungen
der Inkremente p(v(r)) an. Eine Konsequenz der Giiltigkeit von Relation und
ist nun, dass die Inkrementverteilungen schief sein miissen, und es sich schon allein deshalb
nicht um Gauf3-Verteilungen handeln kann.
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3. Deutung der Kaskade als Markow-Prozess

Eine neue Sichtweise der turbulenten Kaskade lieferten Friedrich und Peinke (1997a, b). Sie
interpretieren die Kaskade als einen stochastischen Prozess der Geschwindigkeitsinkremen-
te'v in der Skala 7. Unter diesem Gesichtspunkt kann man fragen: Wieviel Information ist
notig, um die Kaskade statistisch vollstindig zu beschreiben? Im allgemeinsten Fall benétigt
man dazu die Verbundwahrscheinlichkeitsdichte p(vy, 7;v,, 75;. .. vn, 75) der Inkremente
v, =0(7), v, = v(7;),... vy = v(ry) auf den Skalen 7, 7,, ... ry. Friedrich und Peinke
konnten aber anhand von Messungen in einem Freistrahlexperiment zeigen, dass diese
Wahrscheinlichkeitsdichte der Markow-Bedingung gentigt, sofern die Abstinde zwischen
den auftretenden Skalen r; grofier einer bestimmten Linge, der Markow-Einstein-Linge,
sind. Diese Tatsache stellt, wie im Folgenden besprochen wird, eine grofle Vereinfachung

dar.

3.1. Die Markow-Eigenschaft

Man betrachtet den stochastischen Prozess, der die Entwicklung der Zufallsgrofle v in der
Variablen r beschreibt.?>3 Dieser wird im Allgemeinen vollstindig durch eine Verbund-
wahrscheinlichkeitsdichte (engl. joint probability density function, jpdf),

P(VL 71300, P25 Ups TN )

charakterisiert. Zusitzlich kann man die zugeh6rigen bedingten Wahrscheinlichkeitsdich-
ten (engl. conditional probability density function, cpdf) definieren

. . ' B P(V1, 71509, 25 - U T)
PV 71309, 70540 0, 15|05 Vi g5 ONS TN) = : : .
P(Vi 1 Tig130ig 2 Tig 25+ ON TN)

Diese geben die Wahrscheinlichkeit an, dass v(r,) = v,,... v(7;) = v;, gegeben (d. h. man
weifl, dass) v(7; 1) = v, 4, ... v(ry) = Vn-
Wenn fiir die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte gilt

P(v1 11|Vgs 72303, 735 O, ) = P01, 71|02, 72), G.1)

'Geschwindigkeitsinkremente wurden in Abschnitt eingefﬁhrt und in Gleichung definiert. Hier und
im Folgenden sind stets longitudinale Inkremente (siehe Gl. (2.10)) gemeint. Die Betrachtung transversaler
Inkremente, bzw. insbesondere der Kombination aus longitudinalen und transversalen Inkrementen, liefert
allerdings, wie Siefert und Peinke (2004, 2006) zeigen, auch interessante Ergebnisse.

2Ublicherweise betrachtet man stochastische Prozesse in der Zeit, d. h. die Entwicklung einer Zufallsgrofe in
der Variablen ¢. Alle gingigen Ergebnisse, wie man sie z. B. in Gardiner (2004) oder Risken| (1996) findet,
lassen sich aber, wie hier geschehen, auf Prozesse in der Skala r iibertragen.

3Fiir einen Uberblick iiber die Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung siche Abschnittim Anhang.
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3. Deutung der Kaskade als Markow-Prozess

nennt man diesen Prozess nach Andrei Andrejewitsch Markow einen Markow-Prozess.
Das heifSt die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsgrofle v(7) auf der Skala r; den Wert v,
annimmt, hingt ausschliellich davon ab, welchen Wert sie auf der Skala 7, hat. Gleichung
nennt man auch Markow-Bedingung.

Die Verbundwahrscheinlichkeitsdichte eines Markow-Prozesses lasst sich als Produkt
aus bedingten Wahrscheinlichkeitsdichten und einer einfachen Wahrscheinlichkeitsdichte
schreiben

P(01 71309, 195+ ONs Ty) = P01, 71|02, 72) (03, 75|03, 75) -+

e p(on_1s "ncalons TP (DN T )-

In gewisser Hinsicht ist die Markow-Eigenschaft also der nichst einfachere Fall nach dem
der statistischen Unabhingigkeit.

Einstein (1905) konnte, unter anderem durch die implizit formulierte Annahme der
Markow-Eigenschaft der Teilchenbewegung, das Ritsel der Brownschen Molekularbewe-
gung 16sen (siche Gardiner 2004, Kap. 1.2.1). Allerdings weist Einstein schon in dieser
Arbeit darauf hin, dass die Markow-Bedingung typischerweise nur auf Lingenskalen grofier
einer bestimmten Linge,

|7i - 7i+1| > e

gilt.* Diese Liange, /yp, wird heute hiufig als Markow-Einstein-Linge bezeichnet (siche z. B.
Liick et al. 2006).

3.2. Chapman-Kolmogorov-Gleichung

Die bedingten Wahrscheinlichkeitsdichten allgemeiner stochastischer Prozesse gehorchen
der Relation

p(op,mi|vs,m3) = J p(v1, 71302, 73|03, 73) doy
= J p(v1 71|02, 7303, 73) (0, 7] 03, 73) dy.
Fiir Markow-Prozesse vereinfacht sich diese Relation zur Chapman-Kolmogorov-Gleichung
plon o5, = [ plornlonm)p o r)dos 62)
Zur Uberpriifung der Giiltigkeit der Markow-Bedingung anhand von experimentellen
Daten bedient man sich hiufig der Chapman-Kolmogorov-Gleichung. Der Vorteil dieser
Vorgehensweise liegt in der Tatsache begriindet, dass in Gl. nur einfach bedingte

Wahrscheinlichkeitsdichten eingehen, fiir deren Schitzung weniger Daten notwendig sind.
Der Nachteil dieser Methode ist, dass die Giiltigkeit der Chapman-Kolmogorov-Gleichung

“Einstein betrachtete einen Prozess in der Zeit, daher spricht er von einem Zeitintervall = (siche Einstein
1905, S. 556).
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3.3. Kramers-Moyal-Entwicklung und Fokker-Planck-Gleichung

nur eine notwendige, aber keine hinreichende Bedingung fiir die Giiltigkeit der Markow-
Bedingung darstellt. Konkret bedeutet dies, dass es, wie Lévy (1949) und Feller (1959)
gezeigt haben, stochastische Prozesse gibt, die Gl. erfiillen, jedoch keine Markow-
Prozesse sind. Andererseits sei darauf hingewiesen, dass die zitierten Prozesse fiir diesen
Zweck konstruiert wurden und sicher nicht den generischen Fall darstellen.

3.3. Kramers-Moyal-Entwicklung und Fokker-Planck-Gleichung

Ziel dieses Abschnitts ist es, eine Differentialgleichung herzuleiten, die die Entwicklung
der bedingten Wahrscheinlichkeitsdichte p(v, r|v’,7’) in der Skala 7 beschreibt. Die Uber-
legungen werden auf die Fokker-Planck-Gleichung fihren, die Adriaan Daniél Fokker (1914)
und Max Planck (1917), allerdings auf anderem Wege als hier dargestellt, entdeckt haben.
Kolmogorov (1931) hat diese Gleichung spiter mathematisch formalisiert, weshalb sie bei
den Mathematikern auch Kolmogorov-Gleichung heifit (siche Gardiner 2004). Auflerdem
existiert der Name Smoluchowski-Gleichung nach Marian von Smoluchowski (1906), der
fast zeitgleich mit Einstein die Brownsche Molekularbewegung beschreiben konnte und
spater (von Smoluchowski 1916) eine Version der hier behandelten Gleichung benutzte
(siehe Risken 1996).

Bisher wurde keinerlei Aussage tiber die Richtung des stochastischen Prozesses getroffen,
d. h. es steht noch nicht fest, ob sich die Inkremente v(r) in Richtung kleiner oder in
Richtung grofler Skalen bewegen. Im Grunde spielt die Richtung auch keine Rolle - sie
stellt hier lediglich eine Konvention dar. Bei der Untersuchung der Energiekaskade in drei
Dimensionen ist man tibereingekommen, sich an der Richtung des Energieflusses zu orien-
tieren und betrachtet daher den stochastischen Prozess in Richtung kleiner Skalen (siche
Friedrich und Peinke 1997b; Renner et al. 2001; Renner 2002). Die vorliegende Arbeit be-
schiftigt sich allerdings mit der inversen Energiekaskade, in der Energie in Richtung grofler
Skalen fliefit. Daher wird auch der stochastische Prozess der Geschwindigkeitsinkremente
v(7r), analog zu Prozessen in der Zeit, in Richtung wachsender Skalen r betrachtet. Die
Ergebnisse fir den dreidimensionalen Fall erhdlt man, indem man » durch —r substituiert.

3.3.1. Kramers-Moyal-Entwicklung

Kramers (1940) und spater Moyal (1949) konnten folgende Entwicklung fiir die pdf p(v, r)
eines Markow-Prozesses herleiten

%p(‘v,r}:g <—%>nD(")(fv,r)p(v,r) (3.3)

mit den Kramers-Moyal-Koeffizienten

1 1
DM, r)= ~ AlirrEo ~ (v =)' p(v',r + Arl|v,r)do’. (3.4)

=M (v,7,A7)
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3. Deutung der Kaskade als Markow-Prozess

Bei M")(v, r, Ar) handelt es sich um bedingte Momente. Man kann sie auch folgenderma-
8en formulieren

M(")(v, r, Ar)={[v(r + Ar)—ov(r)]"|v, 7).

Verschiedene Herleitungen dieser Entwicklung finden sich auch bei Risken (1996) und
Gardiner (2004).

Die Kramers-Moyal-Entwicklung gilt ebenso fiir die bedingten Wahrscheinlich-
keitsdichten p(v,r|v’,r"). Dies siecht man direkt, wenn man als Anfangsbedingung die
Delta-Distribution p(v, ') = &(v — ') wihlt.

An dieser Stelle lsst sich schon ein fiir die Turbulenzforschung sehr interessantes Zwi-
schenergebnis ableiten. Multipliziert man nimlich Gleichung mit v* und integriert
tiber v, so erhilt man fiir die longitudinale Strukturfunktion k-ter Ordnung (sieche Renner
et al. 2001, S. 392)

d oo o0 a\"
—Sk(r):Z(—l)”J vk< >D(”)(v,r)p(v,r)dv

drt — o dv

n=k k! 00
= T n)’J vk_"D(”)(v,r)p(v,r)dv. (3.5)
—1 - .

n= —00

Die Strukturfunktion k-ter Ordnung hingt also ausschlief]lich von den ersten & Kramers-
Moyal-Koeffizienten ab.

3.3.2. Pawulas Lemma

Pawula (1967) konnte zeigen: Falls fiir ein beliebiges gerades 7 der zugehorige Kramers-
Moyal-Koeffizient verschwindet, d. h. D(”)(fv, 7) = 0, dann verschwinden alle Kramers-
Moyal-Koetfizienten mit 7 > 3. Anders formuliert bedeutet das, ist etwa D(4)(v, 7)#0, so
bricht die Entwicklung nie ab.

3.3.3. Fokker-Planck-Gleichung

Kann man nun zeigen, dass z. B. D(4)('u, r) = 0, so bricht die Kramers-Moyal-Entwick-
lung nach dem zweiten Glied ab und wird zur Fokker-Planck-Gleichung

2

d
(v,r|v/,r/): ——D(l)(v,r)+ﬁD(2)(v,r) p(v,r|v/,r’).

EP Jdo

Der Koeffizient DY (v, r) heiflt Drifiterm, D®)(v, r) wird Diffusionskoeffizient genannt.

3.4. Uberblick

Dieses Kapitel lisst sich auf zwei grundlegende Aussagen zusammenfassen:

1. Fiir Markow-Prozesse gentigt die Kenntnis der bedingten Wahrscheinlichkeitsdichten
P(v;,7;]v; 11, 7;41), um den ganzen Prozess, d. h. die volle N-Punktwahrscheinlich-
keitsdichte, zu beschreiben.
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3.4. Uberblick

2. Die bedingten Wahrscheinlichkeiten p(v;, 7;|v; 1, 7;,) gehorchen, sofern z. B. der
Kramers-Moyal-Koeffizient vierter Ordnung D™*)(v, ) verschwindet, einer partiel-
len Differentialgleichung, der Fokker-Planck-Gleichung. Die unbekannten Koeffizi-
enten sind dabei vollstindig aus Messungen zu bestimmen.

Zusammengenommen erlauben diese beiden Erkenntnisse die vollstindige Beschreibung
eines physikalischen Prozesses. Besonders elegant ist, dass dieser Zugang keinerlei An-
nahmen tiber das beschriebene System macht - er basiert ausschliefflich auf messbaren
Groflen.

Neben den grundlegenden Arbeiten von Friedrich und Peinke (19972, b) und den detail-
lierteren Ausfithrungen von Renner et al. (2001), die sich mit Geschwindigkeitsinkrementen
in der turbulenten Energiekaskade beschiftigen, konnte die hier beschriebene Methode
auch erfolgreich auf weitere Aspekte turbulenter Stromungen angewendet werden. So
haben z.B. Liick et al. (1999) Hinweise geliefert, dass der Ubergang zur vollentwickel-
ten Turbulenz in der Nachlaufstromung hinter einem Zylinder mit einer qualitativen
Anderung des Driftkoeffizienten D)(v, 7) einhergeht. Naert et al. (1997) konnten fiir
die raumlich gemittelte Energiedissipationsrate in turbulenten Stromungen die Markow-
Eigenschaft nachweisen und interessante Beziige zwischen den Koeffizienten der Fokker-
Planck-Gleichung und bestehenden Theorien herleiten. Strumik und Macek (2008) haben
diese Methode erfolgreich auf Messungen im Sonnenwind, der turbulenten Strémungen
recht dhnlich ist, angewendet. Tutkun und Mydlarski (2004) haben die Ergebnisse von
Renner et al. (2001) bestitigt. Bei der Untersuchung eines passiven Skalars stellten sie
allerdings fest, dass der Prozess zwar der Markow-Bedingung gehorcht, die Kramers-Moyal-
Entwicklung jedoch nicht mehr abbricht. Tutkun und Mydlarski bringen diese Tatsache
mit der stirkeren Intermittenz in Feldern passiver Skalare in Verbindung.

In dieser Arbeit wurde das Hauptaugenmerk auf die Anwendung der hier beschriebe-
nen Datenanalyse auf turbulente Stromungen gelegt. Thr bereits erwihnter Vorteil aber,
nimlich die Unabhingigkeit von Annahmen iiber das untersuchte System, eroffnet dieser
Vorgehensweise ein wesentlich breiteres Anwendungsspektrum. Dabei spielen sicherlich,
wie bereits eingangs angedeutet, zeitabhingige Prozesse die groflere Rolle, aber auch ska-
lenabhingige Prozesse werden hiufig angetroffen. Einen umfangreichen Uberblick, und
auch eine detailreichere Einfithrung als hier, bieten dazu Friedrich et al. (2009).
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4. Die Lundgren-Monin-Novikov-Hierarchie

Im letzten Kapitel wurde eine phinomenologische Methode vorgestellt, die es erlaubt,
die volle N-Punktverbundwahrscheinlichkeitsdichte der Geschwindigkeitsinkremente in
einer turbulenten Stromung zu beschreiben. Beim dort beschriebenen Vorgehen wird
die Entwicklung der Geschwindigkeitsinkremente als stochastischer Prozess in der Skala
verstanden, der vollstindig aus Messdaten bestimmbar ist - diese Methode steht somit in
nur losem Zusammenhang mit den Navier-Stokes-Gleichungen. In diesem Kapitel soll nun
ein anderer Weg eingeschlagen werden. Es wird ein Konzept vorgestellt, das es erlaubt, die
Entwicklung von pdfs direkt aus den Navier-Stokes-Gleichungen zu bestimmen. Allerdings
wird sich zeigen, dass die zugehorigen Gleichungen nicht geschlossen sind und somit
einen phinomenologischen Schlieffungsansatz erfordern. Einen weiteren Unterschied zum
vorangegangenen Kapitel stellt die Wahl der untersuchten Variable dar. In Abschnitt
wurde die Vortizitit als eine der Geschwindigkeit gleichwertige Variable zur Beschreibung
der Fliissigkeitsdynamik eingefiihrt. Sie stellt dabei, bedingt durch ihre Definition als
Rotation der Geschwindigkeit, eine kleinskaligere Grofle dar (siche auch Abbildung]5.1]
in Kapitel[5). Fiir die folgenden Abschnitte soll nun die Vortizitit zum Gegenstand der
Untersuchung erhoben werden.

Schon in Abschnitt 2.5\ kam die Sprache auf die gleichzeitige unabhingige Entdeckung
des £=5/3-Gesetzes. Die Lundgren-Monin-Novikov-Hierarchie, der dieses Kapitel gewid-
met ist, stellt einen weiteren solchen Fall der zeitgleichen Entdeckung dar. Lundgren
(1967, eingereicht am 9. Juni 1966), Monin (1967, eingereicht am 17. August 1967) und
Novikov (1967, Datum der Einreichung unbekannt) konnten auf verschiedenem Wege
direkt aus den Navier-Stokes-Gleichungen eine nicht geschlossene Hierarchie von Dif-
ferentialgleichungen fiir die N-Punktverbundwahrscheinlichkeitsdichte der Geschwin-
digkeit, bzw. im Falle von Novikov der Vortizitit, herleiten. Dabei koppeln jeweils die
N-Punktverbundwahrscheinlichkeitsdichten an die (N + 1)-Punktverbundwahrscheinlich-
keitsdichten. Heutzutage sind dhnliche Zuginge als pdf-Methoden bekannt und werden z. B.
im Lehrbuch von Pope (2000, Kap. 12 u. Appendix H) behandelt.

4.1. Einfiihrende Uberlegungen

Im Folgenden soll der Herleitung von Lundgren (1967) gefolgt werden, allerdings werden
hier, wie bei Novikov (1967), die Wahrscheinlichkeitsdichten fiir die Vortizitit w(x,t)
betrachtet. Die zur Realisierung w(x, t) gehorige Zufallsvariable werde mit  bezeichnet,
dann ist die feinkSrnige Verteilung in drei Dimensionen

3
é\(a)(x,t)—ﬂ):Hé\(a)i(x,t)—ﬂi) 4.1)
=1
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4. Die Lundgren-Monin-Novikov-Hierarchie

(siche Abschnitt im Anhang). Im Zweidimensionalen ist die Vortizitdt ein Skalar
(siehe Abschnitt|1.3) und das Produkt auf der rechten Seite von Gleichung fallt weg.
Aus der feinkdrnigen Verteilung erhilt man die normale Wahrscheinlichkeitsdichte durch
Mittelwertbildung iiber alle Realisierungen w(x,t) =/

p(Yx,t)=(S(w(x,t)—N)) = J S =) p(V;x,t)dY.

Hier tritt in der Wahrscheinlichkeitsdichte p(€; x,¢) das Semikolon auf, um zu verdeut-
lichen, dass dem Ort x und der Zeit t nur die Rolle eines Parameters zukommt. Die
Erweiterung auf Verbundwahrscheinlichkeitsdichten ist direkt ersichtlich

P, Q5 x1, %5, 1) = (S (w(x,£) = Q) (@ (x5, ) — D)),

und analog fiir hdhere Mehrpunktverteilungen.

Lundgren (1967) fordert nun zwei physikalisch motivierte Eigenschaften von den Ver-
bundwahrscheinlichkeitsdichten. Zum einen sollen sie die Separationseigenschaft (engl.
separation property) erfiillen, d. h. die Vortizitdt an zwei weit auseinander liegenden Punkten
soll statistisch unabhingig sein

lim  p(Q, D51, %5, 1) = p(Qp5x4,£) p(Qys 5, 8).

|1 —x,|—00

Die zweite geforderte Eigenschaft, ist die Koinzidenzeigenschaft (engl. coincidence property).
Demnach gilt
lim p(Qy, 5%, %5,8) = p(Qy524, 1) (R, — Q). *+.2)

X%y

Die Definition dieser Eigenschaft ist durch zwei Aspekte motiviert. Einerseits sollte die
Vortizitit gleich sein, wenn zwei Punkte, x, und x,, zusammenfallen - diese Uberlegung
fithrt zu der Delta-Distribution in Gleichung (4.2). Andererseits sollte auch in diesem Fall
die Beziehung [ p(9,Q,;x,x,,£)dQ, = p(Qy;x,,¢) erfiillt bleiben, was das Auftreten
der einfachen Wahrscheinlichkeitsdichte in erkldrt.

Schlieflich soll hier noch eine Moglichkeit vorgestellt werden, bedingte Mittelwerte
einzufithren. Dazu betrachtet man die Zufallsvariable ¥ und die zugehorige Realisierung
¢(x,t). Dann lassen sich folgende Umformungen durchfiihren (siehe Pope 2000, S. 703)

((x, 1) (= w(x, 1)) = H TS (Q— Q) p(, s x, ) dY dW
:j\llp(ﬂl,‘lf;x,t)d‘ll

= J Up(T;x,t|Qx,6)p(Qx, 1) dP
=(J(x,1)|e(x,t) = Q) p(X x,1), (4.3)

wobei die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit, Gleichung (A.3), genutzt wurde.
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4.2. Wahrscheinlichkeitsdichte der Vortizitét in zwei Dimensionen

Auflerdem werden sich folgende Eigenschaften der Diracschen Delta-Distribution als
niitzlich erweisen

f(x)8(x—y)=f()8(x —9), (4.4)
und
d d
53(x—y)=—&,—y3(x—y)=g(x_y)é\(x—y), (4.5)

wobei x und y beliebige Variablen und f(x) eine beliebige Funktion sind (siehe Pope 2000,
Appendix C).

4.2. Wahrscheinlichkeitsdichte der Vortizitat in zwei
Dimensionen

Um die zeitliche Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsdichte der Vortizitit in zwei Di-
mensionen abzuleiten, beginnt man mit der partiellen Zeitableitung der zugehorigen
feinkGrnigen Verteilung

d

d
— 82— w(x,t))= ~3q

d
EP [Ew(x,t):| 32— w(x,t)),

wobei die Eigenschaft zum Einsatz kam. Riumliche Ableitungen lassen sich analog
behandeln, so findet man z. B.

d d d
u;(x, I)ES(Q —ow(x,t))= ~3q |:Ml»(x, t)xa)(x, t):| S(—w(x,t)).  (4.6)

Fiigt man diese beiden Terme zusammen, ldsst sich die zweidimensionale Wirbeltransport-
gleichung (1.7) einsetzen. Man erhilt

d
[E Fu(x,t) V] 8(Q2— w(x, 1))

Jd [d
= [—w(x,t)+u(x,t)-Vw(x,t)] S(Q—w(x,t))

BENN T
3 ~
=—— [-ya)(x, t)+vAw(x, t)+ f(x, t)] S(Q—w(x,2). (47)

Hier wurde, wie in den in Abschnitt 5.1 besprochenen numerischen Simulationen, ein
linearer Reibungsterm, —yw(x, t), in die Wirbeltransportgleichung eingefiihrt. Er ver-
hindert, dass sich die durch die inverse Energiekaskade transportierte Energie in grofien
Skalen sammelt. Experimentell lisst er sich mit der Reibung am Boden erkliren (siche z. B.

Paret und Tabeling 1998).

41



4. Die Lundgren-Monin-Novikov-Hierarchie

4.2.1. Behandlung des Advektionsterms

Der zweite Term auf der linken Seite von Gleichung (4.6), lasst sich mit Hilfe der Diver-
genzfreiheit des Geschwindigkeitsfeldes, V - #(x, t) = 0, auch wie folgt formulieren

u(x,t)-V(Q—w(x,t))=V - [u(x,1)8(Q— w(x,t))]. (4.8)

4.2.2. Behandlung des Dissipationsterms

Analog zu Gleichung kann durch zweimaliges Ableiten und Anwendung der Produkt-
regel folgende Relation aufgestellt werden

~ s SR 5@
&)xl_gxi ( _w(x’t))__&’_ﬂ W&)(XJ,I) ( —co(x,t))

2 [ a J s »
+ﬁ |:3_xl-w(x’t)] [%a)(x,t)] (Q—w(x,t)). 4.9)

1

Der erste Term auf der rechten Seite tritt, multipliziert mit der Viskositit v, auch in

Gleichung (4.7) auf und kann dort ersetzt werden.

4.2.3. Behandlung des Kraftterms

Nimmt man die Kraft als zeitlich 8-korreliert an, was in numerischen Simulationen etwa ex-
ake erfiillt ist (vgl. Abschnitt[5.1), kann man den Term mit dem Forcing in Gleichung (#.11)

wie folgt ersetzen

a d?

=g (Flxn|2) p@sx )= 25 QP 2), (4.10)

1/ ~
Qe =x)3(t =)= (flx.)f (<'.1)).

Dieses Ergebnis tritt auch bei der Herleitung der Fokker-Planck-Gleichung, wie z. B. Haken
(1977, S. 160 ff.) sie durchfiihrt, auf. Um es fiir den hier gezeigten Fall zu erhalten, muss die
Argumentation, die Haken fiir eine gewohnliche Langevin-Gleichung durchzieht, auf die
Wirbeltransportgleichung mit stochastischem Antrieb ausgeweitet werden.

4.2.4. Entwicklungsgleichung fiir die Vortizitatswahrscheinlichkeitsdichte

Schliefilich miissen noch alle Terme zusammengefiigt werden. Setzt man die Gleichun-

gen (4.8), und (4.10) in Gleichung ein und nutzt Relation (4.3), liefert Mittelwert-
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bildung
d d
{9—+V u(x,t |Q } (2 x,t):{vA+a—Q<ya)(x,t)|Q>

a2 a g 92
_ﬂ@ [ga)(x t):| [Ew Xt ]‘Q +Q(0 )39 p(Qx,1). (4.11)

An dieser Stelle kann nun noch der bedingte Mittelwert fiir den Reibungsterm ausgewertet
werden, es gilt einfach (cw(x, 1)) =

4.2.5. Alternative: Kopplung an die
Zweipunktverbundwahrscheinlichkeitsdichte

Eingangs wurde erwihnt, dass in der Lundgren-Monin-Novikov-Hierarchie die N-Punkt-
verbundwahrscheinlichkeitsdichten jeweils an die (N + 1)-Punktverbundwahrscheinlich-
keitsdichten koppeln. Nun tritt in Gleichung an keiner Stelle eine Zweipunktvertei-
lung auf. Der Grund dafiir liegt in einem hier anders gewahlten Ansatz, der dafiir sorgt, dass
statt der hoheren Mehrpunktwahrscheinlichkeiten die bedingten Mittelwerte eingehen. An
dieser Stelle soll kurz am Beispiel des advektiven Terms erldutert werden, wie die Kopplung
ins Spiel kommt.

Dazu driickt man zunichst im advektiven Term die Geschwindigkeit mittels des zweidi-
mensionalen Biot-Savart-Gesetzes aus. Man erhilt

1

Ve (u(x, 00— o(x, 1) = -V, <J w(x', t)es X ﬁdx@(ﬂ— a)(x,t))> .

Die feink6rnige Verteilung kann, weil sie nicht von der Integrationsvariablen x’ abhingt,
unter das Integral gezogen werden. Fiigt man zusitzlich die Identitit [ & (e (x")—')dQ =
1 ein, ergibt sich

<J q S(eo(x')— ) dQ’> o (', )S(Q—w(x,t))e3xﬁdx,>
<U S(w(x") =) (- w(x,1))e; x ﬁdﬂ’dx’> ,

Im letzten Schritt wurde die Eigenschaft (4.4) genutzt, um w(x’, t) durch €’ zu ersetzen.
Zuletzt kann man nun die Mittelung unter das Integral ziehen und erhilt

_ Nl

S(Q _ ! Veix —— % psx,x',£)dY dx’
Vx'(u(x5t) ( —w(x,t)))—EVx- e3XWp( ) ,x,x,t) X,
X —X

wo explizit die Zweipunktverbundwahrscheinlichkeitsdichte p(€2,€;x, x’, t) auftrite. Mit
den anderen Termen, die in Gleichung (4.11) durch bedingte Mittelwerte ausgedriickt

werden, kann analog verfahren werden.
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4. Die Lundgren-Monin-Novikov-Hierarchie

4.3. Verbundwahrscheinlichkeitsdichte der Vortizitat in zwei
Dimensionen

Das Ziel ist hier, wie im vorangegangenen Abschnitt, eine Entwicklungsgleichung her-

zuleiten, nun allerdings fiir die Verbundwahrscheinlichkeitsdichte von zwei Vortizititen

Pp(Q2,Qy;x,%,,t). Dazu differenziert man wieder die entsprechende feinkdrnige Vertei-
lung beziiglich der Zeit ¢

d
=8 — w(x,2))3(Q — w(xy,1))

dt
d d
:—% Za)(xl,t) 8(91_w(xlat))a(ﬂz_w(xZ’t>)
1
bl d
~5q Ew(xz’ £) | $(Q — w(xy,1))8 (R, — w(x,,1)).
2
Und behandelt den Term

[(x1,8)- V., +u(x5,1) -V, | 8(2) — (21, £))8(Q, — (x,,2))
analog zu Gleichung (4.6). Dann kann man wieder die Wirbeltransportgleichung

elnsetzen

a
[E +u(xy, 1)V, +u(x,,t)- Vx2:| S — w(x,£))8(Qy — w(x,,t))

a ~
e R T )
3 ~
o [t e+ )]
X 8(; — w(xy,1))8 (R, — w(x,, 1)),

wobei die Ableitungen nach Q bzw. Q, auch auf die feinkdrnigen Verteilungen wirken.
Behandelt man nun die einzelnen Terme analog zum vorigen Abschnitt, erhilt man

a

[z +V. - <’4<x1,t)|91sﬂ2> +V,,- <”(xz’ t)‘ﬂ1>ﬂz>] P21, %4, %5, )

d d
=7 [3_991"‘3_992] Py, 54, x5,8) +v [Ax1 +Ax2:| P2y, 5x, %5, 1)
1 2

9% jdw; dw, Q.0 9* ;| dw, dw, Q.0 0 . t
- 3Q1<3x1,i3x1,i‘ . 2>+3Q§<3x2)i 8x2,i‘ b 2> P, 05 x4,%5, 1)
d? 2 92
+ [Q(O)a_sﬁJrQ(o)a_QfQ(xl_xz)m] 2(Q, 3%, %0, 1)

(4.12)
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wobei der Ubersichtlichkeit halber die Abkiirzungen cw(x,,t) = o, und w(x,,t) = w,
eingefithrt wurden. An dieser Stelle konnte man noch Homogenitit und Isotropie fordern
und durch Projektion auf die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir das Vortizititsinkrement
schlieflen. Hier soll zu diesem Zweck anders verfahren werden.

4.4. Wahrscheinlichkeitsdichte der Vortizitdatsinkremente in zwei
Dimensionen

Zunichst definiert man, analog zu den Geschwindigkeitsinkrementen (2.9), das Vortizitaits-
inkrement
@(x1,%5,1) = w(xy, 1) — (x4, 1),

mit 7 = x, — x. Fiir dieses ldsst sich, analog zur einfachen Vortizitit, die partielle Zeitab-
leitung der feinkSrnigen Verteilung berechnen
~ 5 (I — o ) iy
— X, Xpt)=——=— | =
FEAA 21 | 3¢

wobei hier IT die Zufallsvariable zum Vortizititsinkrement bezeichnet. Auch die riumli-
chen Ableitungen nach x, und x, lassen sich analog durchziehen

a
on

@(xq,%,, t)] S(II— @ (xy,x,, 1)),

iy Vs S = (2, 0) = — [141/2 V. o(x;,x, t)] ST — (x;,%y,1)).

X1/2
Hier wurde, wie schon im vorangegangen Abschnitt fiir die Vortizitit, die Abkiirzung
uy, = u(xy),,t) benutzt. Addiert man die zeitliche und die riumlichen Ableitungen, kann

man, analog zu Gleichung (4.7), zwei mal die Wirbeltransportgleichung einsetzen
a
Z + u(xla t) : Vx1 + u(xz, t) ' sz S(H_ w(xl’xZa t))

Jd [d d
=== | 3; —wytuy V, w,— gta)l—ul-Vxlwl SII— (xy,x,,t))

a "
== =g [ ywy+vA, w, + A+ Yy —vA, Wi — fl] S —w(xy,x,,1)). (4.13)
Die Behandlung der advektiven Terme liuft genau wie im Abschnitt[4.2/fiir die einfache Vor-
tizitit. Die dissipativen Terme bediirfen einer etwas genaueren Betrachtung. Differenziert
man die feinkornige Verteilung wieder zweimal beziiglich einer raumlichen Komponente

erhilt man
—82 S(II— t 0 —82@1 S t
3x1,i3x1,i ( w(x,%,,t)) = 91_1 3x1’i3xl’i (I — @ (xq,%,,1))

d? | Jdow ST .
TR | Ty, | | 2 (= alx;, x5 1)
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und

—éz (I t)) = o —Qza)z S t
I%y;9%); (M= @lx,x 1) = - on dxy; 0%y (M= (xy, x5, 2))

3 [dw][a] o
— t)).
T |75, | |75, = alx;, x5, 1)

Man beachte das unterschiedliche Vorzeichen auf der rechten Seite. Es tritt auf, wenn man
die Ableitung von w(x, x,, t) auswertet.

Setzt man die umgeformten advektiven und dissipativen Terme in Gleichung ein
und bildet den Mittelwert, so ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte

R O LR A (7 ) P

( o a0 t) = [ o= A ][0 P21, 2,,1)

Z 1291 129 1\
X1 QHZ axl,i axu ‘ > P( ’xlrxz’t)

A d? Jdo Jdo - .
" 3H2< dxy; dxy; ‘ > pGx,%5,8)

Schlief8lich fordert man noch Homogenitit und Isotropie, so dass alle Groflen nur noch
vom Abstand 7 = |x, — x| abhdngen. Nutzt man weiterhin die Relationen V, = -V,

+
d
Tom

und V, =V, aus, erhilt man

a
[E +Vr . <‘U<r’t))n>:| P(H’ 7’,[)
_ in+ a_lez(r) (H‘I’ t)
“\'on T o PR

{+2vA —3—2<2 |:3w] [(9_@] |H>}P(H'r t). (4.14)
o1 ar ar, o

Der Kraftterm bedarf dabei noch eines Kommentars. Im Abschnitt 4.2 wurde gezeigt, wie
man die Kraft f(x, ) durch die riumliche Korrelation Q(0) ersetzt. Hier wird analog der
Term f, —.f1 ersetzt, wozu, dquivalent zu Q(x — x), ein Q"*(x; — x/, x, — x},7) gehér,
welches wie folgt definiert ist

Q" (xy —x, %, — <[f(x2 — fx )] [f(x/z)—/;(x/l)] >’
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4.4. Wahrscheinlichkeitsdichte der Vortizitdtsinkremente in zwei Dimensionen

so dass man findet

Q2(0,0,r)=(f(x,) + f(x,) = 2f (x)f (x,))
und im homogen isotropen Fall

Q"*(0,0,7)=Q"(r)=2[Q(0)~ Q(r)].

Der Term Q'?(7) in Gleichung (#.14) ist also vollstindig durch die Korrelationsfunktion
der Kraft bestimmt.

Zuallerletzt lassen sich noch in Gleichung (4.14) unter Ausnutzung des Nablaoperators
in Polarkoordinaten die Ableitungen in r-Richtung umformulieren

[% + %%r<w(r, t)’H>:| pIL 7, t)

2

d d "
= Y&’_HH_FZEQ (r)y pL 7, t)

213 d 32 5 Jdw Jdow - .
* V757§_an2<v o7, | | a7 ) | o1t o)

Die so gewonnene Gleichung beschreibt die Entwicklung der Zweipunktwahrscheinlich-
keitsdichte der Vortizititsinkremente in zweidimensionalen Stromungen. Sie ist nicht
geschlossen, da die auftretenden bedingten Mittelwerte nicht analytisch zuginglich sind.
Allerdings kann man Annahmen oder ein Modell fiir letztere formulieren und so zu einem
Schlieungsansatz gelangen. In Kapitel || werden die Grundziige eines solchen Schlielungs-
ansatzes fiir obige Gleichung besprochen.
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5. Markow-Analyse der inversen
Energiekaskade

In Kapitel 2 wurde das Bild der Energiekaskade eingefiihrt. Besonders hervorgehoben wur-
de dabei die unterschiedliche Richtung des Energieflusses in zwei- bzw. dreidimensionaler
Turbulenz. In Kapitel 3| wurde dann ein von Friedrich und Peinke (1997a) vorgeschlagener
innovativer Zugang zur Beschreibung der Energiekaskade prisentiert. Die interessanten
Resultate, die sich aus diesem Ansatz fiir dreidimensionale Turbulenz ergeben, wurden
in groben Ziigen skizziert. Im Folgenden wird nun gezeigt werden, wie sich der Zugang
von Friedrich und Peinke auf den Fall der inversen Energiekaskade in zweidimensionaler
Turbulenz erweitern ldsst.

5.1. Charakterisierung der benutzten Daten

Die im Folgenden vorgestellten Ergebnisse beruhen auf Daten aus einer direkten numeri-
schen Simulation (DNS) zweidimensionaler Turbulenz im Regime der inversen Kaskade.
Der benutzte Quelltext wurde von O. Kamps entwickelt und z. B. von Kamps und Fried-
rich (2008) oder, detaillierter, von Kamps (2009) vorgestellt." Dennoch soll auch an dieser
Stelle das Vorgehen kurz skizziert werden.

In der DNS wird die Wirbeltransportgleichung

dw(x,t)=—u(x,t) - Vw(x,t)+vA%w(x,t) — yw(x,t) — Af (x,t).

auf einem quadratischen Gitter mit Kantenldnge 27t und periodischen Randbedingungen
integriert. Dazu bedient man sich fiir den Zeitschritt eines Runge-Kutta-Verfahrens vierter
Ordnung; die Ortsableitungen werden mittels eines Pseudospektralverfahrens im Fourier-
Raum berechnet. Der sogenannte Forcingterm, —Af, fithrt dem System auf kleinen Skalen
Energie zu. Das Forcing ist so gewihlt, dass fiir seine Korrelationsfunktion gilt

7.2
<f(x+r,t)f(x,t/)> ~ f exp <—2—12> S(t—t"),

Cc

wobei /. die Korrelationslinge ist und ./ ein Parameter, der den Energieeintrag bestimmt.
Der Reibungsterm —yw entnimmt dem System Energie auf groflen Skalen. Statt der
tiblichen Viskositit wird in der Simulation eine sogenannte Hyperviskositit vA%w mit
a > 1 eingefiihrt. Diese beschrinkt den glittenden Einfluss der Viskositit auf kleinere
Skalen und ermdglicht so einen lingeren Inertialbereich.

'Ein dhnlicher Code wird von Wilczek (2007) recht ausfiihrlich diskutiert.
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5. Markow-Analyse der inversen Energiekaskade

Tabelle 5.1.: Simulationsparameter der beiden benutzten Simulationen.

Bezeichnung Auflésung  « [ N4 Y v
sim1024 1024 8 0,005 1,5 005 7,5-107%
sim4096 4096 8 0,00125 1,5 0,125 2,4-10~*

sim1024smooth 1024 8 0,012 1,75 0,07 1,3-107%

Tabelle 5.2.: Charakteristische Grofien der Daten aus den beiden benutzten Simulationen.

Bezeichnung L A U € Niata
sim1024 0,364 0,0338 0,655 0,0388 0O(10°%)
5in4096 0,0968 000824 0,434 00425 0(10%)

sim1024smooth 0,237  0,0365 0,619 0,0465 0©(10%)

Es werden Daten aus drei unterschiedlichen Simulationsdurchliufen benutzt: Einer mit
einer raumlichen Auflésung von 1024 x 1024 Gitterpunkten (hier als sim1024 bezeichnet)
und ein weiterer mit 4096 x 4096 Gitterpunkten (sim4096). Fiir diese beiden Simulationen
wurden die Parameter jeweils derart angepasst, dass sie den K41-Hypothesen entsprechen
und einen moglichst langen Skalierungsbereich aufweisen. Bei dem dritten Simulationslauf
wurde die Korrelationsldnge der Kraft /. so grof§ gewihlt, dass sich ein glatteres Forcing
ergibt. Dadurch wird der Anfang des k~>/3-Skalierungsbereichs zu gréfleren Skalen gescho-
ben und die Hypothese der Selbstahnlichkeit ist weniger gut erfiillt, als in den anderen
beiden Simulationen. Die Simulationsparameter und charakteristischen Groflen der drei

Liufe sind in den Tabellen |5.1{und 5.2 dargestellt.

Zur Veranschaulichung werden in Abbildung|5.1|ein Vortizitits- und ein Geschwindig-
keitsfeld gezeigt. Im Vortizititsfeld cw(x, t) erkennt man deutlich kohirente Strukturen in
Form von Wirbeln. Das Geschwindigkeitsfeld #(x, t) zeigt Stromungen, die sich {iber im
Vergleich zu den Wirbeln grofie Bereiche erstrecken. Betrachtet man die zeitliche Entwick-
lung, kann man erkennen, wie Wirbel im grof3skaligen Geschwindigkeitsfeld mitgefiihrt
werden.

In den Abbildungen[5.2]bis[5.4/werden zum Vergleich mit anderen Simulationen, wie
von Boffetta et al. (2000), und Experimenten (z. B. Paret und Tabeling 1998, 1997) einige
typische Groflen dargestellt. Abbildung zeigt die Energiespektren E(k) fiir alle drei
Datensitze. Man erkennt deutlich den £~>/°-Skalierungbereich. Auflerdem wird der spek-
trale Energiefluss fiir den Simulationslauf sim4096 gezeigt. Dieser ist negativ, das bedeutet
die Energie fliefit, wie im zweidimensionalen Fall fiir das £~/3-Spektrum von Kraichnan
(1967) vorausgesagt (siche Abschnitt[2.6), in Richtung grofler Skalen. Abbildung|5.3|prisen-
tiert die dritte longitudinale Strukturfunktion $3(r) fiir die man nach Kolmogorov (1941b)
ein lineares Verhalten erwartet (siehe Gl. (2.12)). Dass dies in den genutzten Simulationen
nur niherungsweise erfiillt ist, lasst sich in erster Linie auf den “nur” linearen Reibungs-
term zurtickfithren - niheres dazu findet sich bei Kamps (2009). Schliefilich werden in
Abbildung 5.4/ noch die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der longitudinalen Geschwin-
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Abbildung 5.1.: Linke Seite: Ausschnitt aus einem Vortizititsfeld w(x,t), farbkodiert.
Rechte Seite: Die zugehorige Geschwindigkeit #(x, ¢) als Vektorfeld; die Vektoren wer-
den mit zunehmendem Geschwindigkeitsbetrag dicker, dunkler und linger. Die Felder
stammen aus dem Datensatz sim4096.

digkeitsinkremente aller drei Simulationsldufe fiir verschiedene Abstinde r dargestellt.
Fiir die Simulationsliufe sim1024 und sim4096 sind die pdfs annihernd gaufiisch und
stimmen fiir alle A < r < L iiberein - hier ist die Hypothese der Selbstihnlichkeit gut
erfiillt. Die pdfs aus dem Datensatz sim1024smooth zeigen hier, insbesondere fiir kleine
Abstinde r, etwas groflere Abweichungen sowohl vom gauflischen Verhalten, als auch von
der Selbstahnlichkeit.

Da im Folgenden longitudinale Geschwindigkeitsinkremente (vgl. Definition (2.10))
untersucht werden sollen, bietet es sich noch an die Grofie o, zu definieren

Oy = |: lim <v[(r)2>] v =2u,,,. (5.1)

r—00

Sie ermoglicht die einheitliche Darstellung verschiedener Inkremente in Einheiten von

O

5.2. Markow-Eigenschaft
In Abschnitt 3.1 wurde die Markow-Bedingung eingefiihrt als

P(v1 11|Vgs 1303, 735 Oy Ty) = P01, 7V 1) (6.2)

Um die Markow-Eigenschaft fiir ein beliebiges System nachzuweisen, miisste man streng
genommen GL tiir beliebig grofles N und alle Kombinationen von Abstinden 7;
tiberpriifen. Das ist in dem Umfang natiirlich nicht méglich. Neben der Tatsache, dass
man nicht a/le Kombinationen der 7, tiberpriifen kann, beschrinkt die der Auswertung
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Abbildung 5.2.: Das grofle Diagramm zeigt die Energiespektren E(k) fiir die drei benutz-
ten Simulationsliufe; von oben nach unten: sim4096 skaliert mit « = 1,0, sim1024 skaliert
mit 2 = 0,25 und sim1024smooth skaliert mit 2 = 0,0625. Die beiden kleinen Abbil-
dungen zeigen das kompensierte Energiespektrum bzw. den Energiefluss II(k) fiir den
Simulationslauf sim4096. Die gezeigten Wellenzahlbereiche sind tiberall die gleichen, bei
den kleinen Graphen wurden zusitzlich die zur integralen Lange L und zur Taylor-Linge

A gehorigen Wellenzahlen gekennzeichnet.

Sr)(er)
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Abbildung 5.3.: Dritte longitudinale Struktur-
funktion § ; (7) kompensiert mit (e 7). Durch-
gezogene Linie: sim1024, gestrichelte Linie:
sim4096, gepunktete Linie: sim1024smooth.
Pfeile markieren die jeweilige Lage der Taylor-
Linge A bzw. der integralen Linge L. Nach
Kolmogorov (1941b, siehe Gl. (2.12)) wiirde

man im Inertialbereich ein Plateau erwarten.
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10°

107

10!

10°

107!

% 1072

D .

= 10-3 Abbildung 5.4.: Halblogarithmische Darstel-
S N lung der normierten Wahrscheinlichkeitsdich-
1077 ten der longitudinalen Inkremente fiir verschie-
10-3 dene Abstinde r und alle drei Datensitze;
. von oben nach unten: sim1024smooth ska-
107 ¢ liert mit @ = 10?, sim4096 unskaliert (z = 1)
107 | und sim1024 skaliert mit « = 1072, Hier gibt
. o = (v,(r)?)'/? die Standardabweichung der

10~

Inkremente an. In gepunkteten Linien wer-
den jeweils entsprechende Gauf3-Funktionen

gezeigt.

zugrunde liegende Datenmenge das maximale N. Angenommen man méchte die jpdf
(01, 715Dy 793 V3, 733 Uy, 74) mittels eines Histogramms mit 100 Klassen schitzen®, um
daraus die dreifach bedingte pdf p(v;, 7{|v,, 75;v3, 73, U4, 74) zu bestimmen: Dann briuchte
man, unter der duflerst unrealistischen Annahme der Gleichverteilung der Inkremente,
mindestens 10 (10?)* = 10° Datenpunkte um jede Klasse mit nur 10 Eintrigen fiillen zu
konnen - das entspricht ca. 1000 simulierten Feldern mit 1024 x 1024 Gitterpunkten. Der
vorliegenden Arbeit liegen “nur” rund 300 solcher Felder zugrunde, was im Vergleich zu
typischen Experimenten als sehr viel angesehen werden kann. Auflerdem liegt der Grofiteil
der Daten um v = 0 zentriert, so dass Gleichung nur fiir den Fall N = 3 sinnvoll
untersucht werden kann.

Um die Anzahl der auszuwertenden Kombinationen einzuschrinken, wird weiter festge-
legt

r,=1r —Ar und ry =71 —2A7. (5.3)

Von nun an geniigt also die Angabe von zwei Abstidnden, etwa r; und Ar, um die anderen
eindeutig zu bestimmen.

5.2.1. Numerische Behandlung

Die Ergebnisse der drei Simulationslaufe liegen in Form von Vortizititsfeldern zu ver-
schiedenen Zeitpunkten vor. Der zeitliche Abstand ist dabei so grof3, dass die Felder als

?Zum Schitzen von Verteilungsfunktionen siche im Anhang Abschnitt
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unkorreliert betrachtet werden konnen. Aus der Vortizitit wird im Fourier-Raum die Ge-
schwindigkeit berechnet, so dass man, nach Riicktransformation in den Ortsraum, jeweils
ein Feld fur die beiden Komponenten des Geschwindigkeitsfeldes erhilt. Nun kann an
jedem Raum- und zu jedem Zeitpunkt das longitudinale Inkrement berechnet werden.
Zur Schitzung der zweidimensionalen jpdf p(v,,7,;v,,7,) wird ein zweidimensionales
Histogramm aus 201 x 201 Klassen benutzt, in das alle longitudinalen Geschwindigkeitsin-
kremente, die im Intervall [-v,, ., v,,..] liegen, eingetragen werden. Dabei ist v, . der
Betrag des maximalen auftretenden longitudinalen Geschwindigkeitsinkrements.?

Aus dem so entstandenen Histogramm kann eine Schitzung fiir die jpdf bestimmt wer-
den und aus dieser, oder einfacher direkt aus dem Histogramm, dann die cpdf p(v,, 7|
0,, 7). Die zweifach bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte p(v,, 7{|v,, 75; 5, ;) kann ana-
log aus einem dreidimensionalen Histogramm bestimmt werden. Interessiert man sich
allerdings nur fiir bestimmte Schnitte durch die zweifach bedingte pdf , so geniigt es, nach
obigem Schema vorzugehen, dabei aber nur solche Ereignisse in das Histogramm einzutra-
gen, fiir die auch v(73) in die zu v; gehorige Klasse fallt. In der vorliegenden Arbeit kamen,
je nach Erfordernis, beide Methoden zum Einsatz.

Fiir eine Abschitzung der (Un-)Genaugigkeit, mit der die pdfs geschitzt werden, wird
in jeder Klasse des obigen Histogramms ein Fehler 4/N;, angenommen*, wobei N;, die
Anzahl der Eintrige in der i-k-ten Klasse ist. Uber gaufSsche Feblerfortpflanzung (siehe z. B.
Bronstein und Semendjajew 1996) lisst sich dann jedem Eintrag der jpdf und der cpdf eine
Art MefSunischerheit Ap(vy, 7305, 7,) bzw. Ap(v,, 7{|v,, 7,) Zuordnen.

5.2.2. Ergebnisse

Die aus den Daten geschitzten zweifach bedingten pdfs p(vy, 7{|v,, 75, v, r3) konnen als
Wolke in einem aus v;, v, und v; aufgespannten Koordinatensystem dargestellt werden
(siche Abb.[5.5). Die Aussage der Markow-Bedingung ist nun, dass jeder Schnitt senkrecht
zur v5-Achse durch diese Wolke gerade gleich der einfach bedingten pdf p(v,, r(|v,, 7,) sein
muss. Diese Schnitte lassen sich sehr anschaulich als Hohenliniendiagramme darstellen
(sieche Abb.[5.6). Die Abbildungen[5.7/und|5.8] zeigen solche Konturliniendiagramme fiir
verschiedene Schnitte, Abbildung[5.9|zeigt den Verlauf zweier Schnitte fiir zunehmendes
Ar. Bei Schnitten durch pdfs mit gentigend groflem Ar erkennt man, dass alle Kontur-
linien bis auf Fluktuationen im Auflenbereich iibereinstimmen. Zum Teil rithren die
Abweichungen im Auflenbereich, wie auch die Tatsache, dass die zweifach bedingten pdfs
tiir verschiedenes v; an verschiedenen Stellen in der v;-v,-Ebene liegen, von der endlichen
Datenmenge her. Andererseits scheint ein Teil der Abweichungen, insbesondere fiir die
Simulation sim1024smooth (siche Abb.5.8), auch bei gréfleren Datenmengen persistent
zu sein. Da sie aber die zentralen Bereiche der pdfs nicht beriihren, kann man die Markow-

3In dieser Arbeit handelt es sich bei v, - genaugenommen um eine Schitzung fiir den Betrag des maximalen
auftretenden Geschwindigkeitsinkrements, beruhend auf der Auswertung der Geschwindigkeitskompo-
nentenfelder zu einem Zeitpunkt.

4Es sei noch einmal explizit darauf hingewiesen, dass es sich bei dem Fehler 4/N,, um eine Annahme und
kein exaktes Resultat handelt. Die einzelnen Eintrige in das Histogramm N, konnen nicht, wie man es

etwa bei radioaktiven Zerfallsprozessen macht, als untereinander unkorreliert betrachtet werden.
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sim4q96

U3

(%)

Abbildung 5.5.: Dreidimensionale Darstellung der zweifach bedingten Wahrscheinlich-
keitsdichte p(vy, 7{|v,, 75505, 73) mit r; = L/2+3A, r,=L/2 und r; = L /2 — A. Der Wert
der cpdf an jedem Raumpunkt wird sowohl durch die Farbwahl, als auch durch die Trans-
parenz dargestellt. Zusitzlich werden in Schnitten bei v; = 0 und jeweils bei v; = £1,50
die Konturlinien in der v;-v,-Ebene gezeigt.

sim4096
10°
107!
1072

o

IS
= 107?
O
= 10
1072

7)2/000

Abbildung 5.6.: Veranschaulichung der Hohenliniendarstellung. Auf der senkrechten
Achse ist die einfach bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte p(v,, r{|v,, r,) fiir , =54 und
7, = 3A mit farbkodierter Oberfliche aufgetragen. Auf dem Boden des Diagramms werden
die Konturlinien fiir 1, 10~%/2, 10!, 1072, 10~ und 10~* gezeigt.
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sim4096

3 -2 -1 0 1 2 3

7}2/0'00 7}2/0'00

Abbildung 5.7.: Konturliniendiagramm der bedingten pdfs p(v,,L/2+ A|v,,L/2) (durch-
brochene Linien) und p(v,,L/2+ A|v,,L/2;v; =0,L/2 — A) (durchgezogene Linien) fiir
zwei verschiedene Simulationsliufe. Die Hohenlinien liegen, bis auf Abweichungen in den
Auflenbereichen, aufeinander, d. h. die Markow-Bedingung ist (im Rahmen der Priifmdog-
lichkeiten) erfiillt.

Bedingung zumindest als niherungsweise erfiillt betrachten. Weitere Evidenz fiir diese
Annahme liefert die Betrachtung einzelner Schnitte durch die Hohenliniendiagramme
(Abbildung. Diese Schnitte unterstreichen die gute Ubereinstimmung von einfach
und zweifach bedingter pdf.

Abbildung[5.9) liefert in gewisser Hinsicht eine Illustration fiir die Interpretation der
Markow-Eigenschaft als nichst einfacheren Fall nach der statistischen Unabhingigkeit. Bei
sehr kleinem Ar (Abb.[5.9 oben) liegen die cpdfs schrig in der v,-v,-Ebene, das heifSt das
Inkrement v,(7,) hingt statistisch stark vom Inkrement v,(7,) ab. Fiir wachsendes Ar
beginnen die cpdfs zu kippen. Statistische Unabhingigkeit wire erreicht, wenn die cpdfs
waagerecht in der v;-v,-Ebene ligen, aber noch bevor dieser Fall eintritt, liegen die einfach
und die zweifach bedingten pdfs iibereinander, d. h. ist die Markow-Bedingung erfiillt.

Insgesamt, ldsst sich nach obigen Betrachtungen festhalten, ist die Markow-Bedingung
mindestens niherungsweise fiir gentigend grofle Ar erfiillt. Diese Tatsache zeigt die Exis-
tenz einer Markow-Einstein-Linge, welche im nachsten Abschnitt bestimmt werden soll.

5.3. Markow-Einstein-Lange

Um die bisherigen qualitativen Ergebnisse zu quantifizieren, braucht man ein Mafl zum
Vergleich der einfach und zweifach bedingten pdfs. Dazu gibt es verschiedene Moglichkei-
ten: Friedrich, Zeller, und Peinke (1998) benutzen einen y2-Test, wihrend Renner et al.
(2001) und Renner (2002) auf den Wilcoxon-Test zuriickgreifen (Wilcoxon 1945). Weitere
Moglichkeiten finden sich z. B. bei Nawroth und Peinke (2006). In der vorliegenden Arbeit
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7}2/000

Abbildung 5.8.: Konturliniendiagramm der bedingten pdfs p(v,,L/2 + 34/2|v,,L/2)
(durchbrochene Linien) und p(v,,L/2 4+ 34/2|v,,L/2;05,L/2 — 34/2) (durchgezogene
Linien). Linke Seite: v; =0, gute Ubereinstimmung der pdfs im Zentrum, relativ starke
Abweichungen in den Auflenbereichen. Rechte Seite: v; = o, die Hohenlinien verlaufen
auch im zentralen Bereich leicht verkippt zueinander, die Markow-Bedingung ist nicht
erfiillt. (Daten aus sim1024smooth)

kommen folgende Abstandsmafle zum Einsatz
» Die Korrelation zwischen den beiden pdfs
J p(o1, 11|03, 1) p(01, 710y, 13303, 73) doy

\/f PZ(’Ul’ 7|0, 15)dvy \/f Pz(’% 7|0y, 15503, 73) dvy

Die Korrelation ist ein iibliches Maf3, um zwei Funktionen miteinander zu verglei-

Jc(rl,Ar,'sz%) =

chen. Stimmen die beiden pdfs iiberein, so strebt d~ gegen eins.

» Die Kullback-Leibler-Divergenz nach Kullback und Leibler (1951)
p(v, 1|0y 1y) > do,.

p(v1, 71|03, 73303, 73)

Dieses Mafl wird in der Informationstheorie zum Vergleich zweier pdfs benutzt.
Allerdings ist es im streng mathematischen Sinne aufgrund seiner Asymmetrie kein
Abstand. Fiir tibereinstimmende pdfs geht die Kullback-Leibler-Divergenz gegen
null.

‘iKL(Tl’A”"")zfvz) :ij(’vl,rl|vz,72)ln<

Beide soeben vorgestellten Abstandsmafie hingen parametrisch von den Bedingungen v,
und v; ab. Diese Abhingigkeit ldsst sich durch Mittelwertbildung eliminieren,

dl-(rl,Ar):,/VZa;;(rl,Ar,vz,v_,,), i =KL,C, (5.4)

Vy,V3
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7)3:0 7)3:0-00

Y8I'0=4V

Yoco=4v

YSS0=4V

1}2/ 0o

Abbildung 5.9.: Diese Graphen zeigen jeweils Konturliniendiagramme der einfach be-
dingten pdf p(v;,L|v,,L — Ar) (durchbrochene Linien) und der zweifach bedingten pdf
p(vy, L|vy, L—Ar; vy, L—2A7) (durchgezogene Linien) fiir verschiedene Sprungweiten Ar
und verschiedene Bedingungen v;. Die Daten stammen aus dem Simulationslauf sim1024.
Fiir kleine Ar stimmen die pdfs nicht {iberein, erst fiir das grofSte hier gezeigte Ar liegen
alle Konturlinien {ibereinander.
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1073 1073

10~* 10~*

107

vl/o-oo 7)1/0-00

Abbildung 5.10.: Der Graph in der Mitte zeigt ein Konturliniendiagramm der einfach und
zweifach bedingten pdfs fiir r, =74, Ar =34 und vy = 0 aus der Simulation sim4096.
Auflen werden Schnitte durch die beiden Dichten bei v, = +0, gezeigt, wobei die durch-
gezogene Linie die einfach bedingte pdf darstellt und die Kreise die zweifach bedingte. Der
Ubersichtlichkeit halber werden nicht alle gemessenen Bins als Kreis gezeigt.

wobei der Normierungsfaktor 4" dem Kehrwert der Anzahl der in die Summe eingegange-
nen Bedingungen entspricht. Die angegebenen Mafle hingen wegen der Beziehung
nur von 7, und Ar ab. Natiirlich ist es genauso ausreichend, wie stellenweise im Folgenden
auch passiert, 7, oder r; und Ar anzugeben.

Bei der Auswertung der Daten hat es sich als besonders wichtig erwiesen, die Unsi-
cherheit, mit der die einzelnen Werte der einfach und zweifach bedingten pdfs bestimmt
wurden, zu berticksichtigen. In die Berechnung der Abstandsmafle flossen nur solche Werte
ein, deren relativer Fehler eine gewisse Schranke nicht iiberschritt. Fiir die hier gezeigten
Ergebnisse wurde die Schranke auf 20% festgelegt, wobei der exakte Wert keinen groflen
Einflu} hat - mit einer Schranke von 50% etwa, sehen die Ergebnisse qualitativ gleich
aus. Wichtig ist nur sicherzustellen, dass Ausreifser aus den statistisch schlecht bestimmten
Auflenbereichen aussortiert werden. Passiert das nicht, gewinnen diese Werte zu grofien
Einfluf} und die Abstandsmafie sind nicht mehr aussagekriftig.

Abbildungen und zeigen das Korrelationsmafd d-(r;, Ar) fiir die drei Da-
tensitze. Die Ergebnisse fiir sim1024 und sim4096 sind sehr dhnlich: Ab Ar ~ 0,54
ist die Bedingung d-(7,, Ar) = 1 ndherungsweise erfiillt, d. h. die einfach und zweifach
bedingten pdfs stimmen iiberein, die Markow-Bedingung ist erfiillt. Fiir die Daten aus
sim1024smooth hingegen konvergiert das Korrelationsmaf3 erst fiir Ar & 1,754, aufer-
dem konvergieren hierbei Schnitte bei hoherem v; langsamer. Diese Tendenz ist auch
bei den anderen beiden Simulationsliufen zu erkennen, ist dort aber bei Weitem nicht so
ausgepragt.
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Abbildung 5.11.: Das Korrelationsmaf} d~(7;, Ar) fiir verschiedene Basislingen 7; und alle
drei Simulationsldufe. Fiir die Datensitze sim1024 und sim4096 konvergiert das Maf3

schon fiir Abstinde Ar & 0,5A. Fiir die Daten aus sim1024smooth hingegen konvergiert
das Mafl erst bei Ar &~ 1,75A.

1,1 T T T T ] T T T T [ T T T T
1.0 | sim1024 1 sim4096 I sim1024smooth

0,9 F
0,8 F
0,7 F
0,6 F
0,5

de(r;, Ar,v3)

0,0 05 1,0 1,5 20 0,0 05 1,0 1,5 20 0,0 05 1,0 1,5 20 25
Ar/A

Abbildung 5.12.: Kubische Spline-Interpolation des Korrelationsmafles fiir die drei Daten-
sitze. Es werden jeweils verschiedene Schnitte durch p(v,, r(|v,, 75505, 73) bzgl. v5 gezeigt.
Dazu wurde die Mittelung iiber v; (siehe Gl. (5.4)) weggelassen. Fiir die Simulationsliufe
s1m4096 und sim1024 konvergieren alle Schnitte etwa gleich schnell. Bei sim1024smooth
hingegen konvergieren die Schnitte umso schneller, je zentraler sie liegen.
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Abbildung 5.13.: Das Kullback-Leibler-Mafl di; (r;, Ar) fiir verschiedene Basislingen 7;
und alle drei Simulationsliufe. Der Ubersichtlicheit halber wurden die Ergebnisse fiir
die Datensitze sim4096 und sim1024smooth um 4 = 0,15 bzw. 4 = 0,3 nach oben
verschoben. Qualitativ ergibt sich das gleiche Bild, wie schon fiir das Korrelationsmaf$ in

Abbildung

Das Kullback-Leibler-Maf§ wird in Abbildung analog zum Korrelationsmaf in
Abbildung[5.11] dargestellt. Die Egebnisse bestitigen das Bild, das sich aus der Betrachtung
des Korrelationsmafles ergeben hat. Fiir die weiteren Auswertungen werden also folgende
Markow-Einstein-Lingen festgelegt

_J0,54  fiir sim1024 und sim4096,
ME = 1,751 fiir sim1024smooth.

5.4. Kramers-Moyal-Koeffizienten

5.4.1. Beschreibung des Vorgehens

In Gleichung wurden die Kramers-Moyal-Koeffizienten als Grenzwerte der bedingten
Momente M")(v, r, Ar) fiir Ar — 0 definiert. Im vorangegangen Abschnitt wurde aller-
dings gezeigt, dass fiir Ar < Iy die Markow-Bedingung nicht mehr erfiillt ist. In diesem
Fall muss der Grenzwert aus den bedingten Momenten M")(v, r, Ar) fiir Ar > Ly ge-
schitzt werden. Dabei kann die sogenannte It6-Taylor-Entwicklung hilfreich sein (siehe
Friedrich et al. 2002)

MY (v, r,Ar)=ArDD (v, r)+ O[(Ar)*], (5.5)
MP(v,7,Ar)=2ArDP(v,r)+ O[(Ar)]. (5.6)
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Allerdings treten in den Termen zweiter Ordnung bereits Ableitungen von D)(v, ) und
D@(v, r) auf, so dass sich nicht, wie zunichst von Ragwitz und Kantz (2001) vorgeschla-
gen,” einfache Korrekturterme ergeben.

Hier soll wie folgt vorgegangen werden: Zunichst werden die bedingten Momente
M (1)(71, r,Ar) numerisch bestimmt. Findet man dann im Bereich Ar > /y; einen guten
polynomalen Fit an M1)(v, r, Ar)/Ar, so ergibt sich der Kramers-Moyal-Koeffizient
DW(v, r) als y-Achsenabschnitt dieses Fits. Zur Bestimmung des Diffusions-Koeffizienten
D®@(v, r) geht man analog vor. Diese Methode wird auch von Renner (2002) benutzt.

Renner et al. (2001) gehen etwas anders vor. Sie nehmen an, dass die bedingten Momente
MP) (v, 7, Ar) bei jedem festen Ar > Ly beziiglich v den gleichen funktionalen Verlauf
zeigen. Daher legen sie in jedem dieser Schnitte eine Ausgleichskurve an das bedingte Mo-
ment, so dass sich Ar-abhingige Fit-Parameter ergeben. Den Verlauf dieser Fit-Parameter
extrapolieren Renner et al. dann, um eine Schitzung fiir die Kramers-Moyal-Koeffizienten
D")(v, 7) zu erhalten. Hier kam diese etwas aufwendigere Methode nicht zum Einsatz, da
die Markow-Einstein-Linge /y;; gentigend klein ist, um auch direkt eine gute Extrapolation
zu erlauben.

Fiir h6here Momente gelten keine Entwicklungen wie und (5.6), da in der benutzten
It6-Taylor-Entwicklung explizit die Giiltigkeit der Fokker-Planck-Gleichung vorausgesetzt
wird. Ist bekannt, dass sich der stochastische Prozess durch eine Fokker-Planck-Gleichung
beschreiben lisst, ist eine solche Entwicklung auch nicht nétig, da ohnehin alle Kramers-
Moyal-Koeffizienten D)(v, r) mit 7 > 2 verschwinden. Hier muss allerdings noch gezeigt
werden, dass alle hoheren Koeffizienten verschwinden. Dazu wird das bedingte Moment
vierter Ordnung M™(v, r, Ar) berechnet und der zugehdrige Kramers-Moyal-Koeffizient
D™(v, 7) nach der oben beschriebenen Vorgehensweise bestimmt. Kann man zeigen, dass
dieser verschwindet, so verschwinden nach dem Lemma von Pawula auch alle weiteren
Koeffizienten D")(v, 7) mit n > 2.°

Bei realen Messdaten, die eine endliche Markow-Einstein-Linge aufweisen, ist allerdings
nicht zu erwarten, dass der geschitzte Kramers-Moyal-Koeffizient D*)(v, ) identisch ver-
schwindet. Das macht eine Abschitzung seines Einflusses notwendig. Direkt D®)(v, 7) mit
dem Koeffizienten D®(v, 7) bzw. dessen Quadrat zu vergleichen, wire ein erster Zugang.
Allerdings lisst dieser Vergleich nur bedingt eine Aussage iiber den Einfluss von D®)(, r)
zu. In die Kramers-Moyal-Entwicklung gehen namlich auch Ableitungen der Koeffizi-
enten ein. Eine bessere Moglichkeit erdffnet, wie von Renner et al. (2001) vorgeschlagen
und auch von Tutkun und Mydlarski (2004) benutzt, die exakte Gleichung fiir die

>Ragwitz und Kantz (2001) hatten zunichst eine Niherung vorgeschlagen, in der diese Ableitungsterme
nicht auftreten und wobei in der zweiten Ordnung fiir D® (v, r) nur (DW(v, r))? vorkommt.

®Man kénnte genausogut einen anderen geraden Kramers-Moyal-Koeffizienten D) (9, r) mit 7 > 2 schitzen.
Der Koeffizient vierter Ordnung bietet sich an, weil er numerisch am praktischsten zu bestimmen ist.
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Strukturfunktionen. Fiir die Strukturfunktion sechster Ordnung lautet sie

[e.¢]

8 00
Q—Sé’(r) = 6f v’ DV (v, 7)p(v,r)dv + SOJ v*D® (v, r)p(v,r)do
r —o0

Ty(r)
+ 12OJ DO (v, r)p(v,r)dv + 360J v’ D (v, 7)p(v,r)do+... (5.7)
Ty(7)

Das Verhiltnis der beiden Terme 7,(7) und T,(7) gibt Aufschluss iiber den Einfluss des
Kramers-Moyal-Koeffizienten vierter Ordnung. Der Leser sei noch darauf hingewiesen, dass
nach Gleichung der Einfluss hherer Ordnungen der Kramers-Moyal-Koetfizienten
zunimmt, je hoher die Ordnung der betrachteten Strukturfunktion. Andererseits werden
mit zunehmender Ordnung der Strukturfunktion die Schitzung fiir selbige immer schlech-
ter (siche Peinke et al. 1993). Die Wahl der sechsten Strukturfunktion stellt hier also eine
Art Kompromiss dar.

5.4.2. Auswertung
Die Abbildungen [5.14]bis[5.17]illustrieren die, im vorangegangenen Abschnitt besprochene,

Extrapolationsmethode zur Bestimmung der Kramers-Moyal-Koeffizienten. Dabei kamen
Fits der folgenden Form zum Einsatz

fiinear(Ar) = Cé (7)’ 7) + 611(7)’ 7’)A7’,
fquadr.(A”) = cg(v, r)+ cf(‘v, r)Ar + czq(v, r)(Ar)z,
Sreabisch (A7) = cé”(fu, r)+ cf(’o, 7)Ar 4+ czk('o, r)(Ar)z + cf(v, r)(Ar)3.

Insgesamt ergibt sich das Bild, dass sowohl der quadratische, als auch der kubische Fit
den Verlauf der Quotienten aus bedingtem Moment M) (v, r, A7) und Ar gut wiederge-
ben. Der lineare Fit hingegen liefert nur in Ausnahmefillen eine sinnvolle Interpolation.
Zwischen dem quadratischen und dem kubischen Fit entscheidet Ockhams Rasierklin-
ge — im Folgenden werden also nur Kramers-Moyal-Koeffizienten betrachtet, die aus der
quadratischen Extrapolation geschitzt wurden.

Auf diese Art und Weise bestimmte Drift- und Diffusionskoeffizienten, D()(v, 7) bzw.
D@ (v, r), werden in Abbildung gezeigt. In Abbildung tritt zusatzlich der
Kramers-Moyal-Koeffizient vierter Ordnung auf. In allen Fillen, d. h. fiir alle Simula-
tionen und fiir alle 7, kann der Verlauf von Drift- und Diffusionskoeffizient durch folgende
Funktionen angenihert werden

[)(1)(7)’7)2160(7)7)+/61(7)7)3! (5-8)
DO(v,r)= 1o(r) +11(r)2? + 1,(r)0° + y3(r)o*. (5.9)

Der Verlauf der hier auftretenden Fit-Parameter wird in Abbildung dargestellt.
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s1im4096
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Abbildung 5.14.: Illustration der Extrapolation zur Bestimmung der Kramers-Moyal-
Koeffizienten. Die Fliche stellt den Quotienten aus dem ersten bedingten Moment
MO (v, r,Ar) und Ar fiir r = 4Ly dar. Die drei parallel zur Ar-Achse verlaufenden
Linien sind quadratische Fits an diesen Quotienten bei v = 0 und v = +1,50 . Dort,
wo man sie nicht sieht, liegen sie unter der Fliche. Die Punkte geben die aus den Fits
bestimmten Werte fiir den Kramers-Moyal-Koeffizienten erster Ordnung D()(v, 7) an.
Schliefilich wird noch eine dunkle, parallel zur v-Achse verlaufende Linie gezeigt, die die
Lage der Markow-Einstein-Linge /y; angibt.

3 T T T 4 T T T
~ ~
< <
=2 =3
~ ~
< <
! )
f\?/ fiinear ,\?/ - fiinear -
< f dr. T < f uadr.
O | quadr. n 1 B q i
§ i ) ) ﬁ(ubisch """""" § | . ﬁ(ubisch ,,,,,,,,,,,,
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Ar / ZME Ar / ZME

Abbildung 5.15.: Verschiedene Fits an das erste (links) bzw. zweite (rechts) bedingte Mo-
ment fiir v = —o, und r = 8/. In beiden Fillen gibt der lineare Fit den Verlauf des
Koeffizienten nur ungeniigend wieder. Der quadratische und der kubische Fit kdnnen
in beiden Fillen kaum unterschieden werden - die Diagramme erlauben keine Aussage
dariiber, welcher den Verlauf besser wiedergibt. (Daten aus sim1024)
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Abbildung 5.16.: Verschiedene Schnitte durch den Quotienten aus erstem (links) bzw.
zweitem (rechts) bedingten Moment und Ar. Fiir die Fits wurden die Linien wie in
Abbildung[5.15|gewihlt, die einzelnen Kurven wurden um a gegeneinander verschoben.
Wieder versagt der lineare Fit; tiber die anderen beiden kann nicht abschlieffend geurteilt
werden, beide geben den Verlauf der Kurve gut wieder. (Daten aus sim1024)

v=0,r =4lp,a=4 o
v=150_,7r =8y, a=—4 »

v:—aoo,7:16lME,a:0 o
1 1 1
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Abbildung 5.17.: Schnitte durch den Quotien-
ten M®(v, r, Ar)/Ar fiir verschiedene Werte
von v und r. Die einzelnen Kurven wurden
um a gegeneinander verschoben; fiir die Fits
wurden die Linien wie in Abbildung|5.15 ge-
wahlt. Auch hier liefern nur der quadratische
und der kubische Fit sinnvolle Ergebnisse. Ins-
besondere erkennt man hier einen qualitativen
Unterschied zum Verlauf des ersten bzw. zwei-

ten bedingten Moments (z. B. Abb.[5.16): Die

20 Steigung ist tiberall positiv - es gibt keinen

Knick. (Daten aus sim1024)
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Abbildung 5.18.: Extrapolation des Quotienten aus erstem (links) bzw. zweitem (rechts)
bedingten Moment und A7 zur Bestimmung der Kramers-Moyal-Koetfizienten. Hier wird
jeweils ein Schnitt bei v = 1,50 und » = 3/ fiir die drei benutzten Datensitze gezeigt.
Um vergleichbare Werte zu erhalten, wurde hier, anders als in den tibrigen Abbildungen,
der Abstand Ar mit der integralen Linge L skaliert. Die einzelnen Kurven wurden der
Ubersichtlichkeit halber senkrecht gegeneinander um a verschoben. Die Werte, die nicht
in die Fits einflossen, d. h. fiir die gilt Ar < [y, werden durch gefiillte Symbole gekenn-
zeichnet, die anderen durch offene. Fiir die Fits wurden die Linien wie in Abbildung|5.15]

gewahlt.
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Abbildung 5.19.: Drift- (links) und Diffusionskoeffizient (rechts) fiir die Simulation
sim1024 bestimmt aus der quadratischen Extrapolation. Die gezeigten Fehlerbalken erge-
ben sich aus der (Un-)Sicherheit mit der der Fit an den Quotienten M/ (v, v, Av)/Ar
bestimmt werden konnte. Die durchgezogenen Linien zeigen einen Fit der Form

bZW. fur r= 8IME'

68



sim1024

5.4. Kramers-Moyal-Koeffizienten

sim1024smooth
Fer =3y Fer = 1y
o =13 o =2l
HH oy :231ME HH r:3lME

43210
v/o

4 T T T T T
1 20 §
1 10
= 0
4 -10
%+ -20
1 .30
] %2 T T TT T L
1 12 [l H
1 10 E= ™ +
7 8 _i*;t*t*' 5:4"_
-] L o+ .
18 s A
E % b 1 1 1 1 1 1 1 E
4 T T TT T T T T
| T
i 3
[ ] 2 e % T EI
: 1 1Py ire
¥ 3 B R
[ ] 1 [P R B B R B |

123 4

oo

4-3-2-101234

v/0

Abbildung 5.20.: Drift-, Diffusionskoeffizient und Kramers-Moyal-Koetfizient vierter
Ordnung fiir die drei benutzten Simulationsliufe. In allen Simulationen zeigen die Koeffi-
zienten den gleichen Verlauf. Auffillig ist, dass der Koeffizient vierter Ordnung D™)(v, r)
bei der Simulation sim1024smooth vergleichsweise grofiere Werte annimmt.
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Abbildung 5.21.: Parameter zu den Fits (links) und (rechts) fiir den Simulati-
onslauf sim4096, fiir die anderen Datensitze ergibt sich qualitativ das gleiche Bild. Mit
wachsendem » nimmt der Einfluss hoherer Ordnungen in den Fits ab; einige Parameter
scheinen gegen null zu konvergieren.
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5. Markow-Analyse der inversen Energiekaskade

0,1 | sim1024 ]
sim4096 —

3 0,08 ¢ sim1024smooth - | . .
E 0,06 | Abbildung 5.22.: Ver'glelf:h der Terme T%(r)
= und 7,(7). Das Verhiltnis T,(7)/T,(r) liegt
= 0,04 I~ maximal bei ca. 10% und fillt schnell mit » auf
0,02 + Werte um 1%. Eine Ausnahme stellt hier der
0 L Datensatz sim1024smooth dar, bei dem der

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 untersuchte Inertialbereich scheinbar zu klein
/e im Vergleich zur Markow-Einstein-Linge ist.

Um den Einsatz einer Fokker-Planck-Gleichung zu rechtfertigen, bleibt noch zu zeigen,
dass die Kramers-Moyal-Koeffizienten hoherer Ordnung keinen Einfluss haben. Dazu
werden in Abbildung die Terme T,(r) und T,(r) verglichen (vgl. Gl. (5.7)). Der
Quotient 7,(7)/T,(r) liegt hochstens bei 0,1 und fillt rapide mit r. Der Einfluss des
Kramers-Moyal-Koeffizienten vierter Ordnung D™)(, r) kann also als gering angesehen
werden und, mit dem Lemma von Pawula, die Kramers-Moyal-Entwicklung nach dem
zweiten Glied abgebrochen werden, so dass sich eine Fokker-Planck-Gleichung ergibt.

Als eine Art Selbstkonsistenztest werden in Abbildung|5.23|schlielich noch die nach
Gleichung rekonstruierten longitudinalen Strukturfunktionen zweiter und sechster

Ordnung gezeigt. In die Rekonstruktion der Strukturfuntion zweiter Ordnung Séz)(r)

flieRen nur der Drift- und der Diffusionskoeffizient, D) (v, 7) bzw. D®)(v, 7), ein. Hat
man die beiden letzteren gut geschitzt, miissten die Rekonstruktion und die direkt be-
stimmte Strukturfunktion zusammenfallen — Abbildung|5.23| bestitigt diese Erwartung.
Die exakte Rekonstruktion der longitudinalen Strukturfunktion sechster Ordnung Séé)(r)
(siehe Gl. (5.7)) erfordert die ersten sechs Kramers-Moyal-Koeffizienten. Fiir die in Ab-
bildung 5.23|gezeigte Rekonstruktion wurden aber nur Drift- und Diffusionskoeffizient
benutzt. Die dennoch vergleichsweise gute Ubereinstimmung ist ein weiterer Hinweis
darauf, dass der Einfluss hoherer Kramers-Moyal-Koeffizienten vernachlissigt werden kann.
Die erkennbaren Abweichungen treten verstirkt bei kleinem 7 auf. Dies liest man an
Abbildung[5.23|ab, wenn man beriicksichtigt, dass die dort gezeigten Strukturfunktionen
nach Gleichung hochintegriert wurden. Die Abweichungen treten bei kleinen r auf
und verstirken sich danach nicht mehr. Dieses Ergebnis steht im Einklang mit dem Er-
gebnis aus Abbildung[5.22] wonach der Einfluss hoherer Koeffizienten mit steigendem r
nachlésst.

5.5. Fokker-Planck-Gleichung

Im vorangegangenen Abschnitt konnten stichhaltige Hinweise geliefert werden, dass die
Koeffizienten D) (v, 7) mit n > 2 in der Kramers-Moyal-Entwicklung nur eine unter-
geordnete Rolle spielen. Diese Tatsache rechtfertigt die Entwicklung der Geschwindig-
keitsinkremente v(7) in der Skala » durch eine Fokker-Planck-Gleichung zu beschreiben.
Allerdings weisen Drift- D()(«v, r) und Diffusionskoeffizient D®)(v, r) eine relativ kompli-
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5.5. Fokker-Planck-Gleichung

Abbildung 5.23.: Rekonstruierte longitudina-

3:/ le Strukturfunktionen zweiter (oben) und
E{/}N sechster (unten) Ordnung, willkiirlich gegen-
N 104 L7 einander verschoben. Die durchgezogenen Li-
nien zeigen die direkt aus den numerischen
10-6 sim1024 —— | Datensitzen ermittelten Strukturfunktionen,
_ 5im4096 — die Punkte zeigen die Rekonstruktion durch
10-8 Lu sim1024smooth — Gleichung (3.5), in die nur der Drift- und der
1 10 Diffusionskoeffizient DU/?)(v, r) eingeflossen

7/ hve sind.

zierte funktionale Form auf. Auflerdem sind sie explizit r-abhingig und der Prozess damit,
wie zu erwarten, nichtstationir in der Skala.” Eine Losung der Fokker-Planck-Gleichung
ist unter diesen Voraussetzungen nur numerisch zu bestimmen. Andererseits zeigen die
Untersuchungen, dass hohere Ordnungen nur einen verhiltnismifiig geringen Beitrag zu

Drift und Diffusion liefern (vgl. Abb.[5.21). Diese Tatsache fiihrt auf folgende einfachste
Niherung

D(l)(”’r):/go(”)v’ D(z)(”a"):}/o(”)-

Berticksichtigt man nun noch, dass die beiden Fit-Parameter S4(7) und y,(7) nur schwach
in 7 variieren, d. h. in erster Niherung als konstant angeschen werden kénnen?, so fiihren
diese Uberlegungen auf einen Ornstein-Uhlenbeck-Prozess (Uhlenbeck und Ornstein 1930).
Die Losungen der zugehorigen Fokker-Planck-Gleichung konnen analytisch berechnet
werden. Sie lauten fiir die bedingten Wahrscheinlichkeitsdichten(siehe Risken 1996, S. 100)

~B(r) >1/26X {ﬁo<r>[v—vfeﬂo<f>m]2} 5.10)
2ryo(r)[1— e2Pelr127] 2y(r)[1=Pn] |7

p(v, r|v/, r/) = <

wobei Ar = r — 7’ gesetzt wurde. Es handelt sich also bei festem v/(r") um Gaufi-
Verteilungen.

Abbildung zeigt eine nach Gleichung berechnete cpdf im Vergleich mit
einer aus den Daten bestimmten. Gemessen an den recht starken Niherungen, die zu
Gleichung gefiihrt haben, ergibt sich eine bemerkenswert gute Ubereinstimmung.
Natiirlich konnen die Gauf3-Verteilungen, die sich aus dem Ornstein-Uhlenbeck-Prozess
ergeben, nicht die durch das Kolmogorovsche 3/2-Gesetz geforderte Schiefe (sieche Ab-
schnitt |2.7) wiedergeben. Dies kann man auch an den Schnitten durch die bedingten pdfs

"Die Nichtstationaritit lasst sich an Kolmogorovs exaktem Ergebnis fiir die dritte Strukturfunktion ablesen.
Letztere ist nichts anderes als das dritte Moment der Inkrementverteilung und Gleichung besagt
nun, dass dieses sich linear mit r verindert.

8Wie Abbildungzeigt, gilt diese Naherung erst nach einer gewissen “Einschwingphase” von ca. 5/yy;.
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Abbildung 5.24.: Vergleich der empirisch bestimmten bedingten Wahrscheinlichkeitsdich-
te p(v,L/2 4 2A|v,,L/2) mit der zugehorigen bedingten pdf nach der Niherung aus
Gleichung (5.10). Die aus der Niherungsformel berechnete cpdf wird im Hohenliniendia-
gramm in der Mitte durch durchbrochene Linien gekennzeichnet; in den beiden Schnitten
bei +o_, auflen, wird sie jeweils durch die durchgezogene Linie reprisentiert. (Daten aus
$1im4096)

in Abbildung erkennen; dort ist die Ubereinstimmung auf einer Seite minimal besser.
Aber von diesen leichten Abweichungen abgesehen, werden sowohl die Korrelation der
beiden Inkremente als auch die Varianz der Verteilung reproduziert.

5.6. Diskussion

In der vorliegenden Arbeit konnte erstmals die Giiltigkeit der Markow-Bedingung fiir Ge-
schwindigkeitsinkremente in zweidimensionaler Turbulenz nachgewiesen werden. Dieses
Ergebnis erweitert somit bereits bekannte Ergebnisse fiir dreidimensionale Strémungen
(siehe z. B. Friedrich und Peinke 1997a; Renner et al. 2001) auf ein weiteres turbulentes
System. Gerade im Hinblick auf die groflen Unterschiede zwischen beiden Systemen, wie
z.B. den inversen Energiefluss in zwei Dimensionen, bietet dieses Resultat interessante
Einblicke in die statistischen Eigenschaften turbulenter Stromungen. Insbesondere wurden
auch im zweidimensionalen Fall Markow-Einstein-Langen im Bereich der Taylor-Linge
gefunden. Allerdings steht die Uberpriifung einer etwaigen funktionalen Abhingigkeit der
Markow-Einstein-Linge von der Taylor-Linge, wie in drei Dimensionen von Liick et al.
(2006) untersucht, noch aus.

Bei tiefergehender Betrachtung zeigt sich, dass das genaue Verhiltnis zwischen Markow-
Einstein-Linge und Taylor-Lange mit der Wahl der Simulationsparameter schwankt. Es
wire also interessant herauszufinden, wie die Einflussnahme der Simulationsparameter
im Detail aussieht. Die so gewonnenen Erkenntnisse konnten zur Kliarung des Ursprungs

72



5.6. Diskussion

der Markow-Eigenschaft, bzw. ihrer Nichtgiiltigkeit auf kleinen Skalen, beitragen.? Hier
konnte gezeigt werden, dass sich bei Wahl einer grofleren Korrelationslinge fiir das Forcing
eine groflere Markow-Einstein-Linge ergibt (siehe Simulation sim1024smooth). Durch
die groflere Korrelationslinge werden grofiere kohirente Strukturen im Forcing-Feld er-
zeugt. Diese beeinflussen die Taylor-Linge scheinbar nicht, bewirken aber eventuell das
Zusammenbrechen der Markow-Eigenschaft. Andererseits wurden fiir den Simulations-
lauf sim1024smooth im Vergleich zum Lauf sim1024 auch andere Simulationsparameter,
wie die Viskositdt und die Reibung, verindert. Insbesondere die Viskositit, aber auch
eine lineare Reibung, wirken sich auf die kleinen Skalen aus, so dass auch sie mit dem
Zusammenbrechen der Markow-Eigenschaft in Verbindung gebracht werden konnten.

Basierend auf der Giiltigkeit der Markow-Bedingung wurden die Kramers-Moyal-Koef-
fizienten geschitzt. Wie in drei Dimensionen (vgl. Renner et al. 2001) zeigen Drift- und
Diffusionskoeffizient, D!)(v, r) bzw. D@ (v, r) in erster Niherung lineares, respektive
konstantes, Verhalten. Bei genauerer Betrachtung stellt man allerdings fest, dass der konstan-
te Bereich beim Diffusionskoeffizienten D?)(v, r) im hier behandelten zweidimensionalen
Fall wesentlich ausgeprigter ist. Auflerdem treten Asymmetrien weniger stark zutage. Die-
se Tatsache kann damit in Verbindung gebracht werden, dass die Inkrementverteilungen in
zweidimensionaler Turbulenz (siche Abb. annihernd gauflisch sind, wihrend sie in
dreidimensionaler Turbulenz starke Fliigel zeigen. Die weniger ausgeprigte Asymmetrie
lasst sich durch die Ineffizienz der inversen Energiekaskade (siehe Siggia und Aref 1981)
erkliren, die in zwei Dimensionen nur minimal asymmetrische Inkrementverteilungen
zuldsst.

Weiterhin wurden {iberzeugende Hinweise geliefert, dass der Kramers-Moyal-Koeffizient
vierter Ordnung und, nach Pawulas Lemma (Abschnitt , damit alle Koeffizienten
D(”)('v, 7) mit n > 3 verschwinden. Dies fiihrt auf eine Fokker-Planck-Beschreibung der
bedingten pdfs der Geschwindigkeitsinkremente. Es wurde gezeigt, wie mittels dieser
Beschreibung hohere Strukturfunktionen ausschliefflich aus dem Drift- und dem Diffusi-
onskoeffizienten berechnet werden kénnen.

Auf den Schitzungen fiir Drift- und Diffusionskoeffizienten basierend konnten Niherun-
gen vorgeschlagen werden, die auf ein einfaches Modell fithren. Dieses Modell erlaubt die
exakte Losung der Fokker-Planck-Gleichung. Damit rekonstruierte bedingte Wahrschein-
lichkeitsdichten geben die grundlegenden Merkmale der direkt bestimmten bedingten
Wahrscheinlichkeitsdichten wieder, lediglich einige weniger ausgeprigte Eigenschaften, wie
die Asymmetrie der Wahrscheinlichkeitsdichten, werden nicht reproduziert.

Die in dieser Arbeit prisentierte Schitzung der Kramers-Moyal-Koeffizienten ist mit
einem relativ groflen Fehler behaftet, da sie mittels eines verhiltnismifSig einfachen Ver-
fahrens gewonnen wurde. Es existieren verschiedene Optimierungsverfahren fiir diese
Schitzung (einen aktuellen Uberblick liefern Gottschall und Peinke 2008), die sich jedoch
{iblicherweise auf stationire Prozesse beziehen, in denen Drift D!)(v, r) und Diffusion
D®@(v, 7) nicht explizit von der Skala » abhingen. Daher konnten diese Optimierungsver-
fahren hier nicht zum Einsatz kommen. Als interessant konnte sich die Entwicklung und

°Einen anderen Ansatz zur Klirung dieser Frage, konnte die Lundgren-Monin-Novikov-Hierarchie (siehe
Kapitel[7) liefern.
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5. Markow-Analyse der inversen Energiekaskade

Anwendung eines entsprechend angepassten Verfahrens erweisen.

Einen weiteren Ansatzpunkt fiir tiefergehende Untersuchungen, stellt die Definition
der Inkremente dar. In der vorliegenden Arbeit kommt ausschliellich die sogenannte
linksbiindige Definition der Inkremente (siche Gl. (2.9)) zum Einsatz. Prinzipiell sind
aber auch andere Definitionen, insbesondere eine zentrierte, denkbar. Waechter et al.
(2004) argumentieren, dass sich die Nutzung linksbiindiger Inkremente unter bestimmten
Umstinden negativ auf die Markow-Eigenschaft auswirken kann. Hier konnte die Markow-
Eigenschaft auch fiir linksbiindige Inkremente nachgewiesen werden. Dennoch kann
die Nutzung zentrierter Inkremente, wie z. B. von Siefert und Peinke (2006) gezeigt, zu
subtilen Unterschieden fithren, und eventuell wire eine detaillierte Untersuchung auch fiir
die vorliegenden Daten aufschlussreich.

Summa summarum konnte im vorliegenden Teil der Arbeit die Markow-Eigenschaft
tiir Geschwindigkeitsinkremente in zweidimensionaler Turbulenz gezeigt werden. Die
Giiltigkeit der Markow-Eigenschaft sowohl in zweti, als auch in drei Dimensionen gibt
Anlass, sie als universelles Merkmal turbulenter Stromungen zu sehen.
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6. Grundziige eines Schliefungsansatzes fiir
die Lundgren-Monin-Novikov-Hierarchie

6.1. Vortizitatsinkremente

In Kapitel [4| wurde folgende Entwicklungsgleichung fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte der
Vortizititsinkremente (r, t) in zweidimensionalen Stromungen hergeleitet

1d
gtp(l'[ 7, t)+—Er<v( 7yt) ‘H> (IL; 7, 1)
(6-1la) (6.1}b)

d - a2 " .

8 P(H 7y t)+2ﬁQ (T)p(H, T,t)
{.1l0) (6.1}d)

+2vlir 0 —pILr,t)— 82 <2v |:3(D':| |:8w:| ’H (IL;r,t). (6.1)
rdr dr "7 112 ar,
Glle) G.11f)

Nimmt man Stationaritit an, verschwindet der Term (6.1la) und obige Gleichung be-
schreibt, dhnlich wie die Fokker-Planck-Gleichung im vorigen Kapitel, die Entwicklung
von Inkrementen in der Skala. Hier handelt es sich allerdings um Vortizitits- und nicht
wie im vorangegangen Kapitel um Geschwindigkeitsinkremente. Gleichung ist auf-
grund der auftretenden bedingten Mittelwerte nicht geschlossen. Hier sollen nun die ersten
Schritte in Richtung einer moglichen Schlieflung obiger Gleichung pisentiert werden.
Dazu werden in Abschnitt die einzelnen Terme analysiert. Zunichst macht man sich
allerdings in Abschnitt einen Eindruck von den untersuchten Vortizititsinkrement-
wahrscheinlichkeitsdichten.

6.1.1. Wahrscheinlichkeitsdichten der Vortizitdtsinkremente

Die Wahrscheinlichkeitsdichte p(IT; 7, t) wurde numerisch aus dem in Abschnitt [5.1] vorge-
stellten Datensatz sim1024 berechnet. Abbildungl6.1|zeigt diese Wahrscheinlichkeitsdichte
sowohl normiert als auch unnormiert. Fiir eine konsistente Darstellung wurde hier, analog
zum letzten Kapitel, die Grofle

0?7 = [ lim <w(r)2>i| . =20, 6.2)

7 —00
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6. Schlieflungsansatz fiir die Lundgren-Monin-Novikov-Hierarchie
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Abbildung 6.1.: Wahrscheinlichkeitsdichten der Vortizititsinkremente @ (7). Links ein-
fach, rechts mit der jeweiligen Standardabweichung o normiert. Rechts wird zusitzlich eine
Normalverteilung gezeigt (innerste Kurve). Der Kasten mit den Angaben der Abstinde »
gilt fiir beide Diagramme.

definiert.

Bei den Wahrscheinlichkeitsdichten erkennt man, dass es sich, zumindest im zentralen
Bereich, annihernd um Gaufi-Verteilungen handelt, die ab einem gewissen Abstand »
ithre Form kaum noch indern. Gauf3-Verteilungen sind aufgrund ihrer mathematischen
Struktur analytisch gut handhabbar. Daher nihrt dieses Ergebnis die Hoffnung, plausible
Niherungen zu finden, die Gleichung in eine geschlossene Differentialgleichung fiir
die Wahrscheinlichkeitsdichte p(II; 7, ¢) iiberfithren. Durch Betrachtung der einzelnen
Terme aus Gleichung soll im folgenden Abschnitt ein moglicher Ansatzpunkt fiir eine
solche Schlieflung ausgemacht werden.

6.1.2. Besprechung der einzelnen Terme
Linke Seite
Zuerst sollen die Terme auf der linken Seite der Gleichung betrachtet werden. Im

Falle stationirer Turbulenz, der hier angenommen sei, fillt, wie bereits erwihnt, die Zeit-
ableitung (6.1}a) weg und es bleibt nur der Term (6.1b) zu untersuchen. Dazu wurde
der bedingte Mittelwert (v,(7)|IT) anhand der Daten aus dem Simulationslauf sim1024
numerisch bestimmt, das Ergebnis wird in Abbildung6.2|dargestellt. Fiir alle Abstinde r
gibt ein Fit der Form

(W(V)|H> = Bo(r)+ B1(r)IF + B,(r)IT*, (6.3)

den Verlauf der Kurven gut wieder.
Um die 7-Abhingigkeit besser zu kennzeichnen, wird in Abbildung|6.3|der Verlauf der
Fit-Parameter gezeigt. Man erkennt, dass sich die “Dynamik” in erster Linie bei kleinen
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6.1. Vortizitdtsinkremente
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Abbildung 6.2.: Hier wird der bedingte Mittelwert aus Term b) fiir verschiedene
Abstinde r gezeigt. Die durchgezogenen Linien sind Fits nach Gleichung (6.3).

r abspielt, fiir groflere  dndern sich die Form des bedingten Mittelwerts und damit die
Fit-Parameter kaum noch.

Rechte Seite

Die Terme (6.1]c) und (6.1e) sind analytisch zu behandeln und kénnen daher hintenange-
stellt werden. Das Q'2(7), das in Term d) auftritt, ist vollstindig durch die riumliche
Korrelationsfunktion der treibenden Kraft bestimmt. In numerischen Simulationen zwei-
dimensionaler getriebener Turbulenz ist diese tiblicherweise bekannt (vgl. Abschnitt
und damit auch Term (6.1]d) analytisch zu behandeln.

Der iibriggebliebene Term (6.1lf) ist nicht analytisch handzuhaben, daher wurde der dort
auftretende bedingte Mittelwert zunichst numerisch bestimmt (sieche Abbildung|6.4). Man
erkennt in der Mitte einen ausgeprigten niherungsweise konstanten Bereich und einen An-
stieg in den Auflenbereichen. Diesem Term kommt, von der Struktur der Gleichung
her, eine dhnliche Bedeutung zu, wie dem Diffusionsterm im vorangegangenen Kapitel.
Insbesondere konnte dort (Abschnitt gezeigt werden, dass auch der Diffusionsterm
einen zentralen annihernd konstanten Bereich zeigt. Indem letzterer durch eine Konstante
gendhert wurde, konnten gauf§sche Losungen gefunden werden. Auch hier konnen die
Auflenbereiche als Ursache fiir nichtgaufisches Verhalten, d. h. die Abweichungen, die
in den Fliigeln der pdfs in Abbildung6.1auftreten, gedeutet werden. Allerdings hat der
Term (6.1/f), im Vergleich zum Diffusionsterm aus dem vorherigen Kapitel, umgekehrtes
Vorzeichen. Hier wird die Annahme

oo 2] £

gemacht, so dass sich insgesamt eine positive Diffusion ergibt. Eine weitere Eigenschaft,
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Abbildung 6.3.: Hier werden die Parameter, die sich aus den Fits nach Gleichung

ergeben, dargestellt. Zusitzlich wird, zur besseren Orientierung, eine Interpolation dieser
Werte durch kubische Splines gezeigt.

die der untersuchte bedingte Mittelwert mit dem Diffusionskoetfizienten aus dem vorigen
Kapitel teilt, ist seine schwache r-Abhingigkeit - aufler bei sehr kleinen Abstinden, dindert
er sich kaum mit dem Abstand 7.

6.1.3. Zwischenresiimee

Im Lichte der hier prisentierten Ergebnisse zu den einzelnen Termen der Gleichung
erscheinen die bedingten Geschwindigkeitsinkremente als vielversprechender Ansatzpunkt
fiir eine mogliche Schlieffung. Gelingt hier eine Modellierung kann die Entwicklung
der Vortizitdtsinkrement-pdfs in der Skala, zunichst unter Vernachlissigung oder unter
Annahme der Konstanz des Terms (6.1}f), analytisch behandelt werden. Eine detailliertere
Besprechung der Ergebnisse wird in Abschnitt [6.3erfolgen.

6.2. Bedingte mittlere Geschwindigkeitsfelder

6.2.1. Bedingt auf die Vortizitat an zwei Orten

Dieser Abschnitt ist der Entwicklungsgleichung fiir die Zweipunktverteilungen der Vortizi-
tit, Gleichung (4.12), gewidmet. Allerdings soll hier nur ein kleiner Ausschnitt beleuchtet
werden. Nachdem im vorangegangenen Abschnitt gerade die bedingten Geschwindigkeitsin-
kremente interessant erschienen, betrachtet man hier die bedingten Geschwindigkeitstelder

<”(x)|ﬂ1’92>’

wobeti das #(x) in obigem Ausdruck als die Geschwindigkeit an einem beliebigen Ort x zu
verstehen ist. Setzt man x = x| bzw. x = x,, erhilt man die bedingten Mittelwerte, wie sie
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Abbildung 6.4.: Hier wird der bedingte Mittelwert, der in Term f) auftritt gezeigt. Da
man sich zunichst nur fiir die Form interessiert ist er auf der y-Achse nur in willkiirlichen
Einheiten aufgetragen.

in Gleichung eingehen. Durch Betrachtung der vollen bedingten Geschwindigkeits-
felder erhofft man sich Hinweise auf eine mogliche Modellierung.

Die Bestimmung dieser Geschwindigkeitsfelder erfordert, dhnlich wie die Bestimmung
der mehrfach bedingten Wahrscheinlichkeitsdichten (siche Abschnitt [5.2), eine grofle
Datenmenge. Um dennoch aussagekriftige Resultate zu erlangen, wurde das Intervall
[—,ax> ©max > WObel w,, . den grofiten gemessenen Vortizititsbetrag bezeichnet, in
nur fiinf Klassen unterteilt. In Abbildungl6.5und|6.6| werden auf diese Weise gewonnene
Felder gezeigt. Dabei ist “positive Vortizitit” so zu verstehen, dass Q€ [1,,,., 2 @,ux [
gilt, und entsprechend “negative Vortizitit” so, dass Q € [—2 ., — 1 @, [ gilt. Inter-
essanterweise zeigen die Felder eine relativ einfache, an Punktwirbel erinnernde Struktur.
Dass eine verhiltnismiflig komplexe Grofle, wie das Geschwindigkeitsfeld bedingt auf die
Vortizitit an zwei Punkten, eine derart einfache Form aufweist, war nicht von vornherein

Zu erwarten.

6.2.2. Bedingt auf die Vortizitat an drei Orten

Aufgrund der interessanten Struktur der zweifach bedingten Geschwindigkeitsfelder, schaut
man sich nun auch auf drei “Wirbel” bedingte Geschwindigkeitsfelder (u(x)|2,,,,€;) an.
Diese Felder sind mit der Entwicklungsgleichung der Dreipunktwahrscheinlichkeitsdichte
fiir die Vortizitit verkniipft, die hier nicht angegeben wird. Dort treten entsprechend der
Zweipunktwahrscheinlichkeitsdichte bedingte mittlere Geschwindigkeiten an den Orten
der drei Vortizititen auf. Man erhilt sie aus der hier untersuchten Gréfle, indem man
X =x, x =x, bzw. x = x5 setzt.

Das mittlere bedingte Geschwindigkeitsfeld (#(x)|£2;,€,,£2;) wurde, wie im vorigen
Abschnitt, aus dem Datensatz sim1024 fiir verschiedene Konfigurationen der Vortizititen
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Abbildung 6.5.: Bedingtes Geschwindigkeitsfeld (#(x)|€2;,(2,), wobei fiir den Abstand
zwischen den beiden Vortizititen die Taylorlinge, r = A, gewidhlt wurde. Die x- und die
y-Achse geben die Komponenten des Ortes x an, die Vektorpfeile die Geschwindigkeit u.
Auf der linken Seite wurde auf zwei positive Vortizititen bedingt, rechts auf eine positive

und eine negative.
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Abbildung 6.6.: Bedingtes Geschwindigkeitsfeld (#(x)|€2;,£2,). Es wird, wie in Abbil-
dung|6.6} einmal der Fall 2, und £, positiv, und einmal der Fall €2, positiv und 2, negativ
gezeigt. Dabei wurde hier die halbe integrale Linge als Abstand der beiden Vortizititen

gewiahlt, also r = L/2.
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Abbildung 6.7.: Mittlere Geschwindigkeitsfelder bedingt auf die Vortizitit an drei Punkten,
(n(x)|2,9,,€5). Links: Ein gleichseitiges Dreieck aus zwei positiven und einer negativen
Vortizitit. Rechts: Gleichseitiges Dreieck aus drei positiven Vortizititen.

Q,,€, und Q; bestimmt, siche Abbildung[6.7] Auch hier zeigt sich die punktwirbelartige
Struktur, die schon in den zweifach bedingten Feldern aufgetreten ist.

6.3. Diskussion

In diesem Kapitel wurden Gleichungen der Lundgren-Monin-Novikov-Hierarchie (siche
Kapitel 4) untersucht. Da die Gleichungen nicht geschlossen sind, wurden erste Schritte
hinsichtlich einer méglichen Schlieffung unternommen. Diese bestanden darin, die nicht
analytisch zu behandelnden Terme mit Hilfe numerischer Simulationen zu betrachten.

In der Entwicklungsgleichung fiir die Wahrscheinlichkeitsdichten der Vortizititsinkre-
mente treten zwei nicht geschlossene Terme auf. Der eine ist mit der viskosen Dissipation
in Verbindung zu bringen. Er ist ndherungsweise konstant und zeigt nur in den Auflenbe-
reichen Abweichungen von diesem Verhalten. Der zweite Term koppelt an das Geschwin-
digkeitsfeld. Fiir seine Form konnte ein Fit angegeben werden, der den Verlauf wiedergibt.
Allerdings sei an dieser Stelle bemerkt, dass die exakte Form dieses Fits noch zur Debatte
steht. Erste Untersuchungen mit anderen Datensitzen legen nimlich nahe, dass eventuell
eine einfachere Approximation geniigt.

Auflerdem wurden mittlere bedingte Geschwindigkeitsfelder untersucht, die in Ver-
bindung mit Termen in den Lundgren-Monin-Novikov-Entwicklungsgleichungen fiir die
Zwei- bzw. Dreipunktvortizititswahrscheinlichkeit stehen. Die Struktur dieser Felder
erinnert an Wirbelfelder von zwei bzw. drei Punktwirbeln. Es konnten jedoch noch kei-
ne genaueren Untersuchungen dieser Felder vorgestellt werden. Interessant wire es, die
gemessenen Geschwindigkeitsfelder durch zwei bzw. drei punktwirbelartige Strukturen
modellieren zu kénnen. Dazu ist die Kenntnis des Geschwindigkeitsprofils dieser Wirbel
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6. Schlieflungsansatz fiir die Lundgren-Monin-Novikov-Hierarchie

notig. Die Auswertungen zu diesem Thema wurden angefangen, sind aber noch zu keinem
Abschluss gekommen.

Ein Manko, das an dieser Stelle besonders hervorgehoben werden muss, ist die Tatsache,
dass fiir alle Auswertungen auf die Simulation sim1024 aus dem vorigen Kapitel (Ab-
schnitt zurlickgegriffen werden musste. In dieser wurde allerdings eine sogenannte
Hyperviskositit, d. h. eine hdhere Potenz des Laplace-Operators, benutzt, um die Wirbel-
transportgleichung zu simulieren. Zum Zeitpunkt des Niederschreibens dieser Arbeit lag
keine Simulation vor, bei der auf kleinen Skalen ausschliellich viskos, d. h. nicht hyper-
viskos, dissipiert wird, und die gleichzeitig einen ausgeprigten Skalierungsbereich in der
inversen Kaskade zeigt. Der Nachteil der Hyperviskositit ist, dass einer der Schritte, die
auf die benutzten Gleichungen der Lundgren-Monin-Novikov-Hierarchie gefiihrt haben
(ndmlich Gleichung (4.9)) nicht einfach iibertragbar ist und obige Gleichungen dadurch
nicht exakt erfiillt sind.

Neben diesem offensichtlichen, hat sich wihrend der Untersuchungen ein zweiter Nach-
teil der benutzen Simulation herausgestellt. Bei der Analyse der Vortizititsinkrement-
wahrscheinlichkeitsdichten in Abschnitt |6.1 wurde festgestellt, dass diese sich in erster
Linie auf kleinen Skalen, d. h. zu Beginn der inversen Kaskade, andern. Die Parameter
der Simulation sim1024 wurden allerdings so gewihlt, dass sich ein moglichst breiter
Inertialbereich ergibt. Andersherum bedeutet das, dass gerade der Ubergang in die Kaskade
schlecht aufgeldst wird. Da sich fiir die Vortizititsinkremente scheinbar aber gerade dort
die interessanten Phinomene abspielen, wire es sinnvoll eine Simulation zu priparieren,
die diesen Ubergang besser auflost, eventuell sogar eine Doppelkaskade zeigt.

Auflerdem zeigen erste Untersuchungen, dass die Schwingungen, die man besonders gut
in den Fit-Parametern in Abbildung[6.3|erkennen kann, mit der riumlichen Korrelations-
linge der treibenden Kraft variieren. Insbesondere vor dem Hintergrund der schlechten
Auflosung ist daher noch nicht geklirt, ob diese Schwingungen physikalischer Natur, oder
nur ein numerisches Artefakt sind.

Alles in allem stehen die hier vorgestellten Uberlegungen noch in einem frithen Stadium.
Sie liefern zwar keine endgiiltigen Resultate, weisen aber eine Richtung, in der tiefergehende
Untersuchungen vielversprechend sind.
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AuBBerdem ist es zwar dumm aber wahr,
daf3 das Selbstbewufdtsein darunter
leidet, wenn man nicht alle Vorrdte
beisammen sieht und so mit einem
einzigen Blick weifl was man besitzt.

(Franz Kafka, Der Bau)

In dieser Arbeit wurden verschiedene Aspekte zweidimensionaler Stromungen beleuchtet.
Insbesondere wurden die statistischen Eigenschaften von Geschwindigkeits- und Vortizi-
tatsinkrementen untersucht.

Es konnte nachgewiesen werden, dass die longitudinalen Geschwindigkeitsinkremen-
te fiir Abstinde grofler der Markow-Einstein-Linge der Markow-Bedingung gehorchen.
Basierend auf diesem Ergebnis konnten Drift- und Diffusionskoeffizient einer Fokker-
Planck-Gleichung geschitzt werden, welche die Entwicklung der Inkrement-pdfs in der
Skala beschreibt. Diese Fokker-Planck-Gleichung konnte durch Niherung von Drift- und
Diffusionskoeffizienten auf einen Ornstein-Uhlenbeck-Prozess zurtickgefiithrt werden.
Letzterer kann exakt gelost werden und die Losungen stimmen gut mit gemessenen Daten
iberein. Diese Ergebnisse erweitern bereits bekannte Resultate aus dreidimensionalen
Stromungen (siehe Friedrich und Peinke 1997a und Renner et al. 2001) auf den speziellen
Fall zweidimensionaler Turbulenz im Regime der inversen Kaskade.

Die Tatsache, dass sowohl in drei- als auch in zweidimensionalen Strdmungen eine
endliche Markow-Einstein-Liange existiert, oberhalb derer die Geschwindigkeitsinkremente
sich markowsch in der Skala verhalten, legt die Vermutung nahe, dass es sich hierbei um
eine universelle Eigenschaft handelt. Es ist nun ein erstrebenswertes Ziel, diese Markow-
Einstein-Linge aus den Grundgleichungen begriinden zu kénnen.

Einen moglichen Weg dorthin kénnte die Lundgren-Monin-Novikov-Hierarchie bieten.
Sie kann aus den Navier-Stokes-Gleichungen hergeleitet werden und fithrt auf Entwick-
lungsgleichungen fiir die pdfs verschiedener Observablen.! Diese Entwicklungsgleichungen
weisen formale Ahnlichkeiten mit Fokker-Planck-Gleichungen auf und stehen somit in
Verbindung mit den oben beschriebenen Ergebnissen.

Im zweiten Teil dieser Arbeit wurde die Lundgren-Monin-Novikov-Hierarchie genutzt,
um die Wahrscheinlichkeitsdichten der Vortizititsinkremente zu untersuchen. Hier konn-
ten noch keine abschlieffenden Resultate erzielt werden, jedoch scheinen die ersten Ergebnis-
se vielversprechend. Die beiden nicht geschlossenen Terme in der Entwicklungsgleichung
tiir die Vortizitdtsinkrementwahrscheinlichkeitsdichte wurden numerisch bestimmt. Der

'In der vorliegenden Arbeit werden nur die Gleichungen fiir Vortizitits- und Vortizititsinkrementwahr-
scheinlichkeitsdichten angegeben. Es lassen sich aber genauso Gleichungen fiir die Geschwindigkeits-pdfs
und insbesondere fiir die Geschwindigkeitsinkrement-pdfs herleiten.
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eine erwies sich als niherungsweise konstant, fiir den anderen konnte eine funktionale
Form angegeben werden.

Weiterhin wurden in diesem Zusammenhang auf zwei bzw. drei Vortizititen bedingte
Geschwindigkeitsfelder untersucht. Diese Felder weisen eine markante Struktur auf, die
mit Wirbelstrukturen in Verbindung gebracht werden kann.

Es besteht die Hoffnung, dass eine Kombination aus Lundgren-Monin-Novikov-Hie-
rarchie und numerischer Simulation sich bei der Suche nach dem Ursprung der Markow-
Einstein-Linge als fruchtbar erweist. Ein erster Schritt, diesen Ursprung festzumachen,
konnte aber zunichst darin bestehen, die Abhingigkeit der Markow-Einstein-Linge von
der Wahl der Simulationsparameter genauer zu untersuchen, als es in der vorliegenden
Arbeit moglich war.
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A. Mathematische Grundlagen

A.1. Isotrope Tensoren

Seit Lord Kelvin (1887) ist der Begriff der homogenen isotropen Turbulenz bekannt und
spatestens seit den Arbeiten von Taylor (1935) und von Karman und Howarth (1938) ist
es tiblich, turbulente Fliissigkeitsstromungen als einen statistisch isotropen Zustand zu
betrachten, d. h. man fordert, dass statistische Groflen, wie z. B. die Geschwindigkeitsau-
tokorrelation, invariant unter Drehungen und Spiegelungen sind.” Da diese Groflen sich
als Tensoren betrachten lassen, macht es Sinn, sich {iber die allgemeine Form isotroper
Tensoren klar zu werden.

Mathematisch lisst sich zeigen (siehe z. B. Temple 1960, S. 55 ff.), dass in zwei Dimensio-
nen alle Multilinearformen, die invariant gegeniiber Drehungen sind, als Linearkombinati-
on aus (xy) und [xy] darstellbar sind, wobei

(xy) =211 + 220, und [xy] =X1Y2 — X2)1-

Fordert man weiterhin Invarianz gegeniiber Spiegelungen, so fillt das bracket-Produkt
[xy] weg und es bleibt nur das Skalarprdukt (xy) {ibrig. Diesem entspricht gerade das
Kronecker-Symbol &;,. Aus diesem Ergebnis lassen sich Relationen fiir isotrope Tensoren
beliebiger Stufe in beliebigen Dimensionen herleiten.

So findet man fiir isotrope Tensoren, die von einem Vektor r abhingen, die Relationen
(siche Robertson 1940 oder Batchelor 1953, S. 42)
T~(r) =A(r)r

Tij(r)=A(r)rirj + B(r)d),
Tijp(r)=A(r)rir;r +B(r)r; 8 i + C(r)r; 04 + D(r)1, 845,
w(r)=A(r)r;r <rkrl+B(r)rl»rj8kl+C(r)rjrk81i+D( )rerSij+E(r)rlrl-8jk

+F(r)r1, 85+ G(r)r; 18y + H(r)8, ;84 +1(r)8,1.81, +1(r)8:18 s

wobei die A(7), B(7),...gerade Funktionen von r sind. Diese Relationen gelten sowohl in
zwei als auch in drei Dimensionen. Hingt der Tensor 7" nicht von r ab, so kann man in
obigen Relationen r = 0 setzen und erhilt z. B.

T =ad;;8p+ B30 +y8,8

mit konstanten @, 8 und y.

'Man beachte, dass in anderen Zusammenhingen der Begriff Isorropie hiufig nur die Invarianz unter Rotation
und nicht die unter Spiegelung beinhaltet.
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A.2. Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Man findet allein in der physikorientierten Literatur eine Vielzahl an Mdglichkeiten,
Zufallsvariablen und Wahrscheinlichkeitsdichten einzufiihren - vom exakten mafitheoreti-
schen (Frisch 1996) bis zum eher intuitiven Zugang (Davidson 2004). Wir werden hier dem
Weg von Risken (1996) folgen. Das hat den Vorteil, dass sich auf natiirlichem Wege auch
die sogenannte feinkdrnige Wahrscheinlichkeitsdichte ergibt, die andernfalls spiter ad hoc
eingefithrt werden miisste . Eine austfiihrlichere mathematische Einfiihrung findet sich z. B.
in Feller (1968, 1971).

A.2.1. Zufallsvariablen und Wahrscheinlichkeitsdichten

Sei ¢ das Ergebnis einer Messung deren Ausgang nicht vorhersagbar ist, dann nennt
man & eine Zufallsvariable. In den klassischen Beispielen steht & fiir die Augenzahl eines
geworfenen Wiirfels oder den Ausgang eines Miinzwurfs; £ kann aber auch fiir die zum
Zeitpunkt ¢ am Ort x gemessene Geschwindigkeit #(x, t) einer turbulent stromenden
Fliissigkeit stehen.

Fiihrt man obige Messung mehrfach durch und erhilt die Werte &, &5, ... &y, kann man
das zugehérige arithmetische Mittel berechnen. Im Gegensatz zu den einzelnen ¢; die
unvorhersagbar sind, ist der Mittelwert fiir N — oo und identische Systeme immer gleich,

1
(5){ :]\}Er;oﬁ(i‘i‘gz-i‘...g]\[)-
Fiir den Mittelwert beliebiger Funktionen f({) von Zufallsvariablen gilt

(e = Jim &)+ FE)+- fE), (o)

wobei der Index an der eckigen Klammer, (- )z, die Zufallsvariable angibt, {iber die gemittelt
wird.?

Mit Hilfe der Heaviside-Funktion,

1 firy>0,
o={_ .=
0 firy<Q,

und GL kann man die Wahrscheinlichkeitsverteilung P(y) definieren

P(y):=(0( —&))e- (A.2)

Sie gibt die relative Hiufigkeit an, mit der ein £ < y gemessen wird. Aus der Definition (A.2)
ersieht man direkt, dass P(y) monoton steigt und P(y — c0) = 1.

?In der vorliegenden Arbeit werden die Begriffe Mittelwert und Erwartungswert synonym benutzt. Eine
rigorosere Bahandlung wiirde hier eine Unterscheidung notwendig machen (siehe z. B. Sivia und Skilling
2006).
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Stellt man nun die Frage nach der Wahrscheinlichkeit ein & € [y,y + dy] zu messen,
tihrt das auf die Wahrscheinlichkeitsdichte (engl. probability density function, oder kurz pdf)

pe®)

d
Py +dy)=P(y)= @P(y)dy =: pe(y)dy.

Genauer gilt fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte ps(y)

Pe)= (o0 -¢):

e,

Die Diracsche 8-Distribution, die hier auftritt, nennt man auch feinkdrnige Wabrscheinlich-
keitsdichte.

Die Wahrscheinlichkeitsdichte pg(y) enthilt die komplette Information {iber die statis-
tischen Eigenschaften der Zufallsvariablen &. Thre Kenntnis erlaubt es, beliebige Erwar-
tungswerte zu berechnen

Setzt man f(&) = 1 sieht man, dass p(x) normiert ist.

A.2.2. Verbund- und bedingte Wahrscheinlichkeitsdichten

Alle Ergebnisse aus dem vorangegangenen Abschnitt lassen sich in natiirlicher Weise auch
auf mehrere Zufallsvariablen &1, £2,.. . ausweiten. Dabei kann es sich bei den &% z. B. um
die Augenzahl mehrerer geworfener Wiirfel handeln, oder um gleichzeitig an verschiedenen
Orten x; gemessene Geschwindigkeiten #(x;, ¢) einer turbulent stromenden Fliissigkeit.

In diesem Fall wird die Wahrscheinlichkeitsdichte py(y) zur Verbundwahrscheinlichkeits-
dichte (engl. joint probability density function, jpdf)

peig 0007 )= (80" =EN80P =D ) i
Durch Integration iiber eines der Argumente,

Jp(gl &2, (_')/ _’y 5o )d_')/ —pé‘l é’z 151+1 '.(yl,...yi_l,yi-i_l,...),

.....
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A. Mathematische Grundlagen

kann das jeweilige Argument aus der jpdf eliminiert werden.

Betrachtet man mehrere Zufallsvariablen kann man fragen: “Gegeben die Ergebnisse der
Messungen 'der Zufallsvariablen & 15+ - &, sind bekannt, wie wahrscheinlich ist es dann,
&l ey/,y’ +dy/] firj =1,...,i zu messen?” Die Antwort liefern die sog. bedingten
Wahrscheinlichkeitsdichten (engl. conditional probability density function, cpdf’)

pei (09"

Pgivt | gn O

1+1

per ey ") = (A.3)

Die Motivation dieser Definition wird deutlich, wenn man den Nenner des Bruchs auf die
andere Seite bringt.
Faktorisiert die jpdf, d. h. gilt

pere. 0h0h )= a0 peay?) e

So sagt man die Zufallsvariablen &1, £2,. .. sind statistisch unabhdngig. Fiir statistisch un-
abhingige Zufallsvariablen vereinfachen sich viele Relationen, insbesondere gilt fiir die

cpdf o _ _
pe s ) = pe (0 ) = a0 ().

Die Zufallsvariablen &#+1,... £ haben also keinerlei Einfluss auf die Ergebnisse der Mes-
sungen der Zufallsvariablen &1,... &7,

Abschlieflend sei noch bemerkt, dass die Indizierung der Wahrscheinlichkeitsdichten und
Erwartungswerte mit den jeweils zugehdrigen Zufallsvariablen nur in diesem einfithrenden
Kapitel durchgezogen wurde. Im tibrigen Teil der Arbeit werden die Indizes weggelassen.
Die jpdf pgl’gz(yl,yz) wird z. B. einfach zu p(y!,y?).
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B. Verschiedene Rechnungen und
Herleitungen mit detaillierteren Schritten

In diesem Kapitel sind einige lingere Rechnungen und Herleitungen zusammengefasst, die
im Hauptteil der Arbeit keinen Platz gefunden haben.

B.1. Geschwindigkeitsautokorrelation

Herleitung von Gleichung
Einerseits gilt wegen der Divergenzfreiheit des Geschwindigkeitsfeldes

d
ar,

a
ij(r,t)=5—R;i(r,)=0. B.1)

Dies sieht man schnell, wenn man die Definition von R; ;(r, t) ausschreibt

d

%
37']< ui(x,t)ui(x+r, t)> u;(x, t)a ui(x+r,t)

a
ni(x+r, t)] a—J(x +7),

= (e s
(vt

[ — ]<x+r,t>] ajk>

<Mz x+r u(x+r)>
0.

Dass auch die Ableitung nach »; verschwindet folgt unmittelbar aus R;;(r,¢) = R;;(—r,t).
Andererseits kann man dlrekt Gleichung (1.9) ableiten

J v
EM {R”(T)SU + [RM(r)—R”(r)] 72] }

2

7 7 Vi
:R;t(r)73i]-+[R;Z(r)—R/“(y)] 21

ror
81‘1"’]‘ S i r»r»ri>

:%{m/m(’)"‘(“’—l)' [Ree(r) =R, (1]}, (B.2)
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B. Verschiedene Rechnungen und Herleitungen mit detaillierteren Schritten

wobei d die Dimension des betrachteten Systems bedeutet.

Durch Gleichsetzen von und erhilt man Gleichung (1.10).

B.2. Kraichnans Uberlegungen zur inversen Energiekaskade

In Abschnitt 2.6/ wurde die inverse Energiekaskade in zwei Dimensionen eingefiihrt. Dem-
nach wird in zweidimensionalen turbulenten Stromungen Energie durch duflere Krifte
auf mittleren Skalen injiziert und flieflt dann in Richtung grofler Skalen. Die Bestitigung
dieser Vorstellung geht auf Robert H. Kraichnan (1967) zurtick, der dabei allerdings auf
einige in dieser Arbeit nicht berticksichtigte Resultate zuriickgreifen konnte (z. B. Onsager
1949; Lee 1951; Ogura 1962). In diesem Abschnitt sollen nun Kraichnans Uberlegungen
zur Energiekaskade in zweidimensionaler Turbulenz in groben Ziigen nachvollziehbar
gemacht werden.

Startpunkt fiir Kraichnans Argumentation ist die Energiebilanzgleichung im nicht-
getriebenen Fall

J 2
<3t +2vk > E(k)=T(k),

wobei hier die Zeitabhingigkeit der Ubersichtlichkeit halber nicht mehr explizit angegeben
wird. Fiir den Energietransfer, 7'(k), liefert Kraichnan (1967) einen expliziten Ausdruck

1 o0 o
1=; || Tpadpds
0 0

_zyfklm{m (L) (k8

T(k,p,q)= +k;8,,) (k)i (p)i,(q))} falls k+p+gq=0, (B3

7% im

0 sonst.!

Hier sind k, p und ¢ die Betrige der zugehdrigen Vektoren &, p und ¢; sin(p, q steht
tiir den Sinus des Winkels zwischen den Vektoren p und q. Mit #(k) wird die Fourier-
Transformierte des Geschwindigkeitsfeldes auf einem quadratischen Gebiet der Kanten-
linge L bezeichnet. Die Bedingung k + p 4+ g = 0 bedeutet, dass nur solche Wellenzahlen
einen Beitrag zu T'(k) liefern, die die Seiten eines Dreiecks bilden kénnen. Man spricht in
diesem Zusammenhang auch von Triaden-Interaktion.

Zur Herleitung  Gleichung kann man aus dem entsprechenden Ausdruck fiir die
Forier-Transformierte der Spur des Geschwindigkeitsautokorrelationstensors ®;;(k) (vgl.

Gl. (2.2)) folgern. Letzterer lisst sich relativ einfach aus den Navier-Stokes-Gleichungen im

Im Vergleich zum Original (Kraichnan 1967, Gl. 2.4) wurde hier k durch —k ersetzt, was auf 7'(k, p,q)
keinen Einfluf§ hat, aber nachfolgende Uberlegungen besser nachvollziehbar macht.
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B.2. Kraichnans Uberlegungen zur inversen Energiekaskade

Fourier-Raum herleiten (siche z.B. Pope 2000, Gl. 6.162). Die darauf aufbauende Herleitung
von Gleichung ist allerdings langwieriger und soll hier nicht angegeben werden. Die
Herleitung einer analogen Formel wird von Rose und Sulem (1978, Appendix 2) explizit
durchgefiihrt.

Detaillierte Erhaltung Kraichnan folgert weiter, dass detaillierte Erhaltung von Energie
und Enstrophie gilt

T(k’p>q)+T(p’q’k)+T(q’k’P):o’ (B.4)
szUe’p’q)"'pzT(p’q’k)"'qu(q’k’P):O'

Dies sicht man schnell, wenn man die Terme explizit aufschreibt. Dann treten nimlich nur
zyklische Permuationen von

auf. Diese Terme verschwinden aber wegen der Inkrompressibilititsbedingung & - #(k) = 0.

Zerlegung des Energieflusses Dann greift Kraichnan auf ein Ergebnis aus einer dlteren
Veroffentlichung (Kraichnan 1959) zuriick, wonach fiir den Energiefluf} durch die Mode &

(siche Gl. gilt
k
(k) = —J T(k')dk’

Jdk” kpq)dpdq——f [ "1 p0)dpdn. 63

Diese Relation folgt aus folgender Zerlegung des Energieflusses (vgl. Rose und Sulem 1978)

II(k) = IIy(k) + (k) + My (k) + Iy (k) (B.6)

1 (k k rk
k):_—f d/e/f f T(k',p,q)dpdq,

My (k) = —= j ar’ J f T, p,q)dp dg,

Hwk>———f dkH (¥',p.q)dpda.

Die einzelnen Terme, die hier auftreten, stehen jeweils fiir bestimmte Triadensituationen,

die in Abbildung B.1| dargestellt sind. Man erkennt, dass Triaden der Klasse (I) keinen

mit
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B. Verschiedene Rechnungen und Herleitungen mit detaillierteren Schritten

p q

5 K
P :
I :
) ) /} & § /)\
(I I
P
iy
P

P b/
E k'
% 1

q

—
<

__ Wellenzahl

Abbildung B.1.: Tllustration zu den Termen, die in der Zerlegung des Energieflusses, Glei-
chung (B.6), vorkommen (vgl. Kraichnan 1959).

Beitrag zum Energiefluss durch die Mode £ liefern. Mit Hilfe der detaillierten Erhaltung,
Gleichung (B.4), kann man zeigen, dass I;(k) = 0 gilt. Wegen der Symmetrie T'(k, p,q) =
T(k,q, p) gilt weiter ITj;(k) = Iy (k), wodurch sich folgende Umformung ergibt

My (k) + Iy (k) = 21Ty (k)
£k re /
:_L dk L dpL dg T(', p,q)

1 k / k o / /

1 k k 0
:—J dk’f dpf dg T(q,k,p)
2 Jo 0 k
1 [ k k
:—J dk/f dpf dq T(K', p,q) = —TLy(k).
2 ) 0 0

In den einzelnen Umformungen wurden Variablen getauscht und die detaillierte Erhaltung,
Gleichung (B.4), genutzt. Setzt man diese Ergebnisse in Gleichung ein, erhilt man
schliefflich Kraichnans Zerlegung des Energieflusses, Gleichung (B.5).

Diese Zerlegung zeigt, dass sich der gesamte Energiefluss durch die Wellenzahl & aus-
schliefflich aus Beitrigen aus dem Bereich £’ > k von Triaden mit p,q < k und Beitrigen
aus dem Bereich &’ < k von Triaden mit p,q > k zusammensetzt. Analog lisst sich fiir den
Enstrophiefluss zeigen

Z(k) =+ f(k’)zdk’ | k | T, p.g)dp g

1

k o0 o
——J (/e’)zdk’J J Tk, p,q)dpdq.
2 Jo e Je
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B.2. Kraichnans Uberlegungen zur inversen Energiekaskade

Forderung der Selbstdhnlichkeit Kraichnan betrachtet dann den Energiefluss unter der
Forderung der Selbstihnlichkeit fiir £(k) und daraus folgend fiir 7'(k, p,q)

E(ak)=a " E(k),
T(ak,ap,aq)=a"PPT(k, p,q).

Hier sind der Skalierungsfaktor 4 und der Skalierungsexponent { zunichst frei wihlbar
Der zweite Skalierungsexponent ergibt sich aus der Uberlegung, dass T'(k, p, q) die gleichen
Dimensionen wie E(k)*/2k~1/2 hat.

Kraichnan setzt diese Forderung nun in den Ausdruck fiir den Energiefluss durch
die Mode £ ein, fiihrt eine Substitution fiir die Variablen k,p und ¢ durch, und wihlt
geschickt einen Skalierungsfaktor a. Nach einigen Rechenschritten kann er so zeigen,
dass fiir die beiden nach der Kolmogorov-Hypothese (siche Abschnitt erwarteten
Skalierungsexponenten { = —3 bzw. { = —5/3 gilt

SO0 falls ( =-2 =0 falls g -
(k) { ~ 3 : Z 3
(k){:o falls ¢ =-3 bzw (/e){20 flls ¢ =3

D. h. in einem & ~>/3>-Skalierungsbereich flieit nur Energie, wihrend in einem k~3-Bereich
nur Enstrophie flieft und zwar in die entgegengesetzte Richtung. Durch weitere Uberlegun-
gen konnte Kraichnan dann begriinden, dass die Energie von einer mittleren Wellenzahl,
auf der Energie injiziert wird, weg in Richtung kleiner Wellenzahlen fliefit, bzw. umgekehrt

fiir die Enstrophie (vgl. Fjertofts Theorem, Abschnitt|2.6.1).
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C. Anmerkungen zur Numerik

Warning: File [...] has modification time
0,45 s in the future

(Warnung in der IDE Eclipse)

C.1. Binning

Wenn man aus einer Messrethe x;, 7 = 1,2,... die der Messgrofie unterliegende Wahrschein-
lichkeitsverteilung schitzen mochte, bedient man sich tiblicherweise Histogrammen. Dazu
unterteilt man das Intervall [x,,;,,x,,,. [ auf dem die Messwerte x; liegen in N Klassen
(engl. bins) und sortiert jeden Messwert x; in die zugehorige Klasse £ ein. Dabet stellt sich
das Problem, wie man diese Sortierung idealerweise vornimmt, denn einige vorschnelle
Lsungen konnen asymmetrisch sein oder gewisse x; iiberhaupt nicht berticksichtigen.
Folgende Formel hat diese Probleme nicht

Xi = Xmin
b= {—NJ . C.1)
Xmax ~ Xmin

Der Verlauf dieser Funktion wird in Abbildung|C.1|dargestellt. Ein Nachteil dieser Defini-
tion ist, dass je eine der Grenzen des Intervalls, hier x,, . , nicht berticksichtigt wird. Da es
sich dabei aber um eine Nullmege handelt, sollte dies tiblicherweise kein Problem darstellen.
Dennoch ist es empfehlenswert in einem etwaigen Programmcode zu tiberpriifen, ob der
Wert k im erlaubten Bereich liegt.

Ist die vorliegende Messreihe nicht umfangreich genug, oder interessiert man sich be-
sonders fiir die Auslaufer der zu schitzenden Verteilungsfunktion kann die Methode der

'So wie die Formel angegeben ist, nimmt k die Werte 0,... N — 1 an, was fiir die Programmiersprache C
sinnvoll ist. Fiir Fortran hingegen miifSte man in der Gauflklammer noch eine Eins addieren.

7
6 I
5|
w T
31
2L
1t Abbildung C.1.: Hier wird die Binning-For-
0 mel fiir N = 7 dargestellt. Auf der y-
Xmin Xmax Achse lift sich der Index k& des Bins ablesen,

X in das der Messwert x; einsortiert wiirde.
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C. Anmerkungen zur Numerik

Kerndichteschitzung (engl. kernel density estimation) hilfreich sein. Sie kam aber fiir die
vorliegende Arbeit nicht zum Einsatz und soll daher hier nicht niher besprochen werden.
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Symbolverzeichnis

Romische GroBbuchstaben

T(k,p,q)

Tz/4(7)

Entspricht dem Quadrat des Vorfaktors des Forcingterms in der benutzten

Simulation, sieche Abschnitt

Kramers-Moyal-Koetfizient n-ter Ordnung, siche Abschnitt
Fit an den Drift- bzw. Diffusionskoeffizienten, siche Abschnitt m
Energiespektrum

Mittlere kinetische Energie pro Masseneinheit

Integrale Langenskala

Bedingtes Moment 7-ter Ordnung, siche Abschnitt [3.3.1]
Anzahl der zur Verfiigung stehenden Datenpunkte
Normierungsfaktor

Groflenordnung

Reynolds-Zahl

Geschwindigkeitsautokorrelation, sieche Abschnitt
Taylor-Skala-Reynolds-Zahl

Longitudinale/transversale Strukturfunktion 7-ter Ordnung, siche
Abschnitt
Energietransfer

Beitrige zum Energietransfer durch die Triade aus den Wellenzahlen &, p

und ¢ (siche Abschnitt
Zwei Terme, die in Gleichung auftreten

Romische Kleinbuchstaben

a, b

Cl/q/k
0/1/2/3

In Diagrammen: Skalierungsfaktor bzw. Offset

Fit-Parameter des linearen/quadratischen/kubischen Fits an die bedingten

Momente M")(v, r, A7) zur Bestimmung der
KramersMoyalKoeffizienten D™)(o, )

In Angaben von Grofen, die von der Dimensionalitit des Systems
abhingen: die Dimension.
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Symbolverzeichnis

de ki (7, Ar) Gemittelte Abstandsmafle zum Vergleich der einfach und zweifach

bedingten Wahrscheinlichkeitsdichten, siehe Abschnitt
Einheitsvektor in Richtung der i-ten Komponente

Korrelationslinge des Forcings in der benutzten Simulation, siche

Abschnitt

Markov-Einstein-Linge, sieche Abschnitte3.1jund
(Beliebige) Langenskala

Abstandsvektor

Geschwindigkeitsvektor

Wurzel aus dem mittleren Quadrat (englisch: root mean square) einer
Geschwindigkeitskomponente ((# ZZ) 1/2)

Geschwindigkeitsinkrement, siehe Abschnitt

Longitudinales/transversales Geschwindigkeitsinkrement, siche

Abschnitt

Wahrscheinlichkeitsdichte (engl. probability density function, pdf), siche
Abschnitt

Verbundwahrscheinlichkeitsdichte (engl. joint probability density function,
jpdf), siehe Abschnitt

Einfach bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte (engl. conditional probabiliry
density function, cpdf), siche Abschnitt

Mehrfach bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte (engl. conditional probability
density function, cpdf), sieche Abschnitt

Zeit

Ortsvektor

Griechische Grof3buchstaben

I
T(k)

Q)

Zufallsvariable zum Vortizititsinkrement @

Energiefluss durch die Fourier-Mode k

Fourier-Transformierte des Geschwindigkeitsautokorrelationstensors
Zufallsvariable zur Vortizitit w

Enstrophie

Griechische Kleinbuchstaben

04

Bop

102

Ordnung der Hyperviskositit, sieche Abschnitt

Fit-Parameter fiir den Fit an den Driftkoeffizienten D" (v, 1), siche

Gl. (5.8), und fiir den Fit an das bedingte mittlere longitudinale
Geschwindigkeitsinkrement (v,(7)|II), siche Gl.



Yo/1/2/3 Fit-Parameter fiir den Fit an den Diffusionskoeffizienten D?)(v, r), siche

GL.

3 Konstante Energiedissipation bzw. -injektion

A Taylor-Langenskala

A Longitudinale Taylor-Lingenskala

v Kinematische Viskositit

& Zufallsvariable, siche Abschnitt

w(r,t) Vortizititsinkrement in zwei Dimensionen, sieche Abschnitt

o Standardabweichung

O Standardabweichung des Geschwindigkeitsinkrements bei unendlichem
Abstand, siche Gleichung

o Standardabweichung des Vortizititsinkrements bei unendlichem Abstand,
siche Gleichung

w Vortizitit.

O Wurzel aus dem mittleren Quadrat der Vortizitit

Indizes

Ry Longitudinaler Anteil

b i Transversaler Anteil
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